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Ks. MICHAL HELLER

O PRZESTRZENIACH BANACHA

i. Swiat funkcji

Kazde dwa byty, nalezace do Wszech$wiata, pozostajg do siebie w
pewnej relacji. Jezeli nawet jakie$ dwa ciata sg od siebie zupetnie izolo-
wane, zachodzi pomiedzy nimi relacja braku wzajemnego oddziatywania.
Whitehead twierdzit, ze we Wszech$wiecie nie ma niczego poza struk-
tura zbudowang z relacji. Nie wypowiadam obecnie az tak mocnego twier-
dzenia; utrzymuje tylko, ze Wszechswiat jest unerwiony relacjami.

Ostatnie stwierdzenie, mimo wszystko, brzmi ontologicznie, ale w isto-
cie jest ono prawie tautologig. A to dlatego, ze pojecie relacji jest bardzo
0go6lne, by nie rzec — bardzo ogdélnikowe. Jak wiadomo, relacje definiuje
sie jako podzbior iloczynu kartezjanskiego. Mozna tworzyé iloczyny kar-
tezjanskie dowolnie okreslonych zbioréw i wybiera¢ z nich dowolne pod-
zbiory. W ten spos6b zupetnie naturalnie mozna okresla¢ sztuczne rela-
cje, jak na przykiad relacje pomiedzy dwoma ciatami, ktére nie majg
ze sobg nic wspdlnego. To jednak — jak zobaczymy ponizej w przypad-
ku funkcji — nie jest wada ,,0pisu relacyjnego”. Zasadnicza trudno$¢
polega na tym, ze na skutek swojej ogoélnosci ,,0pis relacyjny” odznacza
sie duzg bezwitadnoscia: rachunek ,,na relacjach” sprowadza sie do rachun-
ku na zbiorach (na podzbiorach iloczynéw kartezjanskich), co daje do$¢
ubogie mozliwosci manipulowania formutami.

Okazuje sie, ze stosunkowo niewielkie zawezenie pojecia relacji znacz-
nie poprawia te nieprzyjemng sytuacje. W przypadku dwucztonowej re-
lacji R C X XY wystarczy tylko zazadaé, by kazdy element x zbioru
X pozostawat w relacji R z pewnym elementem y zbioru Y, oraz by dla
kazdego elementu x zbioru X istniat co najwyzej jeden element y zbio-
ru Y, z ktérym x wchodzitby w relacje R. Pojecie relacji przechodzi wéw-
czas w pojecie funkcji. Potocznie powiadamy, ze funkcje wyrazajg pewne
zaleznosci. Oczywiscie, mozna tworzy¢ ,,sztuczne zaleznosci”. Mozna w
zasadzie wyrazi¢ funkcyjnie na przyktad ,,zalezno$¢” stopnia zasolenia
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mérz od stopnia popytu na nowe marki samochodéw w Stanach Zjedno-
czonych, ale na tym wiasnie polega sita opisu funkcyjnego. Opis ten
a priori nie przesadza o zaleznosci przyczynowej. Zwigzki przyczynowe
sg bardzo trudne (lub jak chca niektorzy: niemozliwe) do uchwycenia
ich w doswiadczeniu; ograniczenie sie do opisu: gdy wielkos¢ X zmie-
nia sie tak, to wielkos¢ Y zmienia sie tak, bez wnikania w pytanie dla-
czego, gwarantuje obiektywizm, nienarzucanie naszej interpretacji.

Z chwilg, gdy w fizyce zastosowano opis funkcyjny (zwykle uwaza
sie Galileusza za tego, kto pierwszy zrozumiat doniosto$¢ tego opisu),,
przyroda natychmiast odpowiedziata ujawnieniem zawartych w niej infor-
macji. Jedng z niecatkiem dotychczas zrozumiatych tajemnic przyrody,
jest pytanie, dlaczego reaguje ona na niektore opisy funkcyjne, np. takie
jak zalezno$¢ cisnienia atmosferycznego od wysokosci od powierzchni
Ziemi, a nie reaguje na inne, np. takie jak wspomniana zalezno$¢ stop-
nia zasolenia morz od stopnia popytu na nowe marki samochodéw w Sta-
nach Zjednoczonych. Wydaje sie, ze przyroda w ten sposéb jak gdyby
wskazuje na te opisy funkcyjne, ktérym odpowiadajg zwigzki przyczy-
nowe, ale zagadnienie jest na tyle subtelne, ze nie da sie go rozstrzygnac
standardowymi metodami fizyki, tzn. doswiadczeniem i opisem funkcyj-
nym.

Tak czy inaczej Swiat wspoOitczesnej fizyki to Swiat funkcji: funkcji
pomiedzy rdéznymi mierzalnymi wielkosciami, funkcji okre$lonych na
funkcjach itp. Rodzgca sie fizyka u progu czaséw nowozytnych stworzyta
pojecie funkcji, z poczatku niedoktadne jeszcze i intuicyjne; ona tez wy-
muszata na matematyce uscislanie poje¢ zwigzanych z funkcjami. Obec-
nie matematyka, jakby odwdzieczajgc sie fizyce za inspiracje i pierwsze
impulsy, oddaje na jej ustugi coraz bardziej abstrakcyjne i coraz bar-
dziej skuteczne metody analizy funkcjonalnej.

2. SZCZESCIE W PRZESTRZENIACH BANACHA

Ogoélne pojecie funkcji nie pojawito sie w matematyce wcze$niej niz
na poczatku XIX wieku. Na konieczno$¢ badania przestrzeni funkcyjnych
pierwszy zwrécit uwage Riemann w swoim stynnym wykladzie inaugura-
cyjnym O zatozeniach stuzacych za podstawa geometrii. Wkiad p6Zniej-
szych czaséw do rozwoju teorii funkcji polegat gtéwnie na przejsciu do
rozpatrywania funkcji, ktérych dziedzina i zbior wartosci nie ograniczajg
sie do osi liczb rzeczywistych lub do przestrzeni o skonczonych wymia-
rach. Dzieki temu przejsciu dokonato sie umieszczenie przestrzeni funk-
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cyjnych w ich naturalnym $rodowisku, tzn. w ogélnej teorii przestrzeni
topologicznych 1.

Studiowanie matematyki wytwarza pewne, do$¢ niebezpieczne ztudze-
nie. W praktyce matematycznej mamy zwykle do czynienia z funkcjami
porzadnymi, np. z funkcjami ciggtymi, rézniczkowalnymi wymagang lub
nawet dowolng ilo$¢ razy, z przestrzeniami funkcyjnymi o odpowiednio
»~gtadkiej strukturze” itp. Stwarza to wrazenie, ze w zasadzie istniejg
funkcje porzadne i tylko niekiedy trafia sie na przypadki ,,'zwyrodniate”,
jak funkcje nieciagte, nier6zniczkowalne itp. 2 Oczywiscie tak nie jest. Wy-
starczy chwila gtebszego namystu (o ktorg nie tak tatwo w ,,nawale li-
czenia”), by zacza¢ podejrzewac, ze jest wrecz przeciwnie. To wiasnie
funkcje porzadne stanowig podzbiory ,,miary zero” w zbiorze wszystkich
mozliwych funkcji. Nieztosliwos¢ Pana Boga, o ktérej tak czesto wspo-
minat Albert Einstein, przejawia sie przede wszystkim w tym, ze w swo-
ich architektonicznych planach wszech$wiata Stworca postugiwat sie
»Szczegoblnie porzadnymi” funkcjami, a w kazdym razie takimi funkcja-
mi, ktore dajg sie dobrze przybliza¢ funkcjami szczeg6lnie porzadnymi.
Do tych szczegdlnie porzadnych funkcji nalezg funkcje bedace elemen-
tami przestrzeni Banacha.

W pieknym podreczniku, napisanym przez trzy panie: Yvonne Cho-
quet-Bruhat, Cecile DeWitt-Morette i Margaret Dillard-Bleick @, rozdziat
poswiecony przestrzeniom Banacha jest zaopatrzony w motto: ,,Happiness
is a Banach space”. To, ze matematycy znajduja szczesScie w przestrze-
niach Banacha, mogtoby by¢ rzecza dos¢ zrozumiata, ale dlaczego prze-
strzenie te pojawiajg sie tak czesto ilekro¢ chcemy rozszyfrowaé struk-
ture rzeczywistego Swiata? Czy $Swiat jest zbudowany wedtug recept na
szczescie dla matematykow? Watpie, czy ktokolwiek jest w stanie odpo-
wiedzie¢ na to pytanie. Dalsze czesci niniejszego artykutu bedg poswie-
cone sformutowaniu zdziwienia nad tym pytaniem. POKi nie istnieje od-
powiedZ, najlepszym sposobem rozumienia pytania jest uwazne przygla-
danie sie zdziwieniu, jakie ono wzbudza.

3. NATURA PRZESTRZENI BANACHA

Przestrzen liniowa unormowana i zupetna nazywa sie przestrzenig
Banacha. Przestrzen ta jest uscisleniem i naturalnym uogodlnieniem poje-

1 Zwiiezky historie rozwai_anmh tu_poje¢ mozna znalezé w: N. Bourbaki,
Elementy historii matematyki, Warsiaaiwa = 1980, zwiaszcza rozdziaty: Przestrzenie
funkcyjne (s. 257—-258), oraz Przestrzenie wektorowe topologiczne (s. 259i—‘273&é
. 2 Np. zbidr wszystkich funkcji rzeczywistych (zbior funkcji typu f . R—R)
jest mocy cc, podczas gdy dezbior ciagtych funkcji rzeczywistych jest mocy ¢ (C
oznacza liczbe kardynalng zbioru o mocy continuum).

3 Analysis, Manifolds and Physics, Amsterdam—New York—Oxford 1978.
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eia pola wektorowego, okreslonego na przestrzeni Euklidesa, jakim —
na ogdt beztrosko — postuguje sie w szkolnym wyktadzie elementarnej
geometrii i fizyki. Kazdemu elementowi Xx przestrzeni Banacha X (kaz-
demu ,,wektorowi”) jest przyporzadkowana pewna rzeczywista liczba lIx||,
zwana normg, odpowiadajgca pojeciu diugosci wektora. Norma jest okre-
$lona przy pomocy aksjomatéw, ktore formalizujg wiasnosci analogiczne
do wiasnosci dtugosci:

1° ||xII>0, dla kazdego xGX
2° ||lax||=T«!| «|xIl, dla kazdego a ¢ R1 i dla kazdego x(>X
3° lIxj +xallClIxJI + lIxjll dla kazdego xn x2 $ X
(nieréwnos¢ tréjkata)
4° |xIl=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=0

Liniowo$¢ przestrzeni Banacha gwarantuje, ze wykonywalne sg w nigj
operacje dodawania jej elementéw (sktadania wektoréw) i mnozenia ich
przez liczby (rzeczywiste lub zespolone).

Zupetno$é przestrzeni Banacha oznacza, ze kazdy ciag Cauchy’ego ele-
mentéw tej przestrzeni ma w niej granice. Mozna by obrazowo powie-
dzie¢, ze kazdy cigg zbiegajacy sie w przestrzeni Banacha osigga granice
w tej przestrzeni.

Wiasnosci wyrazone w definicji przestrzeni Banacha zapewniaja, ze —
z jednej strony — przestrzen ta jest obiektem bardzo ogdlnym, tzn. obej-
mujacym bogatg klase szczeg6lnych przypadkow, jakie czesto pojawiajg
sie w praktyce matematycznej, oraz z drugiej strony — ze jest ona
obiektem ,,zachowujgcym sie poprawnie”, tzn. eliminujagcym sytuacje pa-
tologiczne, ktoére wymagatyby specjalnej ostroznosci ze strony matema-
tyka.

W szczegdlnoSci, niemal natychmiast, z samej definicji przestrzeni
Banacha, wynika, ze mozna na niej wprowadzi¢ metryke. Istotnie, jezeli
norma elementu przestrzeni Banacha odpowiada pojeciu dtugosci wek-
tora, to mozna jej w prosty sposob uzy¢ do mierzenia ,,odlegtosci”. A mia-
nowicie, metryka czyli ,,odlegtos¢” miedzy elementami przestrzeni Ba-
nacha X] i x2 réwna sie z definicji: lixx—x2||. Dzieki temu przestrzenie
Banacha posiadajg te wszystkie eleganckie wiasnosci, ktore majg prze-
strzenie metryczne.

Jednag z gtéwnych zalet przestrzeni Banacha jest to, ze sg one ,,na-
turalnym $rodowiskiem” rachunku rézniczkowego. Uogélnienie r6zniczko-
wania na n-wymiarowej przestrzeni arytmetycznej Rn (ktéra jest szcze-
gbélnym przypadkiem przestrzeni Banacha) do rdzniczkowania na prze-
strzeniach Banacha (w ogolnym przypadku) jest tak bezposrednie, ze wie-
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le twierdzen sprawia tu wrazenie, jakby byty mechanicznie powtdrzone
z elementarnego wyktadu analizy matematycznej. Jest to oczywiscie po-
z6r. Pojecie pochodnej funkcji zostaje tu uogélnione do pojecia pochod-
nej dowolnego odwzorowania z jednej przestrzeni Banacha do drugiej.
W ten spos6b nowoczesna analiza funkcjonalna zyskuje jedno ze swoich
najbardziej fundamentalnych narzedzi 4

Warto wreszcie dodaé, ze pojecie przestrzeni unormowanej wprowa-
dzit do matematyki Stefan Banach w swojej rozprawie doktorskiej w
1922 r., a od rozprawy Banacha o ,,operacjach liniowych” 5 rozpoczyna
sie ,,wiek dojrzaty dla przestrzeni unormowanej” 6.

4. ROZWOJ NAUKI | ZASADA BANACHA

Juz sam fakt, ze przestrzenie Banacha sg tak istotnie zwigzane z ope-
racjg rozniczkowania, wyznacza im wyjatkowa pozycje jako narzedziu
do opisu rzeczywistego $wiata. Pragne jednak zwréci¢ uwage na inne,
mniej oczywiscie widoczne relacje pomiedzy przestrzeniami Banacha a
strukturg Swiata.

Podstawa empirycznej metody badania Swiata jest pomiar. Wynik
doswiadczenia wtedy jest w petni wartosciowy, gdy daje liczbe, ktérg
mozna ,,wstawi¢” w ,,wolne miejsca” formalizmu opisujgcego dang dzie-
dzine rzeczywistego $wiata. W formalizmie teorii czesto wystepujg para-
metry, ktérych wartosci sama teoria nie okresla i to nazywam ,,wolnymi
miejscami” formalizmu. Jednakze istotng sprawg jest to, ze pomiar nigdy
nie daje jednej liczby, lecz — na skutek nieuniknionych btedéw pomia-
rowych — pewien przedziat, taki, ze wszystkie liczby z tego przedziatu
mogg stanowi¢ wyniki niesprzeczne z rezultatem pomiaru.

Jezeli wiec teorie z réznymi wartosciami parametrow wypetniajacych
»wolne miejsca” uwaza¢ za rézne teorie, to w wyniku coraz dokladniej-
szych serii pomiaréw otrzymujemy cigg teorii coraz dokladniej — jak
mdéwimy — opisujacych Swiat.

Ale kazda teoria jest budowana w oparciu o pewne zatozenia uprasz-
czajgce: pomijamy tarcie, opOr powietrza, ograniczamy sie do matych pred-
kosci, do stabych pol grawitacyjnych... Stawienie czola przyrodzie w ca-
tym jej skomplikowaniu bytoby zadaniem przerastajgcym nasze mozli-
wosci. W zwigzku z tym mowimy o zabiegu idealizowania przyrody. I..—
rzecz zaskakujgca — przyroda ulega badaniom prowadzonym przy zato-

4 Rachunek rézniczkowy mozna uprawia¢ na_ przestrzeniach ogolniejszych niz
przestazenie Banacha, np. na dowolnych topologicznych przestrzeniach liniowych,
jednakze uogoOlnienie nie iest wowczas tak bezposrednie, np. twierdzenie o funkcji
UW|k+aneEn|e jest wtedy stuszne bez dodatkowych zatozen.

5 S. Banach, Theorie des operations linéaires, Warszawa 1932.

eN. Bourbaki, Elementy historii matematyki, s. 272.
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zeniach czesto skrajnej idealizacji. Niemniej jednak, w miare postepu
nauki, staramy sie coraz bardziej ogranicza¢ zatozenia upraszczajgce, usi-
tujemy budowac teorie (lub modele) — jak powiadamy — coraz bardziej
realistyczne. | tak w wyniku rozwoju nauki znowu otrzymujemy cigg
teorii coraz wierniej — jak sadzimy — opisujacych $wiat.

Powstajg wazkie pytania: Czy proces naszego poznawania Swiata jest
zbiezny, tzn. czy ciag coraz doktadniejszych pomiaréw zbliza sie do ,,praw-
dziwej” wartosci mierzonego parametru? Czy w ciggu coraz bardziej re-
alistycznych teorii zblizamy sie do ,,prawdy” o $wiecie? Co to znaczy
»prawdziwa warto$¢ parametru” i co to znaczy ,,prawda o Swiecie”? Jak
wiadomo z historii, postawienie pytania o prawde nawet najwyzszym
autorytetom nie gwarantuje otrzymania odpowiedzi. Niemniej jednak po-
starajmy sie przynajmniej uporzadkowac te pytania.

A wiec kazda nasza teorie wyobrazmy sobie jako wiernie opisujgca
jaki$ mozliwy Swiat. Poniewaz teorii teoretycznie mozemy konstruowaé
nieskonczenie wiele (cho¢by przez wybieranie dowolnych wartosci dla
»wolnych parametréw”), zbiér wszystkich mozliwych Swiatbw mozemy
traktowac jako pewng nieskoriczong przestrzenh: kazdy punkt tej przestrze-
ni przedstawia pewien mozliwy Swiat. A teraz odwaznie zatbzmy, ze na-
sza przestrzen wszystkich mozliwych Swiatow jest przestrzenig Banacha.
Jezeli to zalozenie jest stuszne, to nie tylko naszym pytaniom moze-
my nadac Scisty sens, ale mozemy takze da¢ na nie jednoznaczng odpo-
wiedz. Niestety ,jezeli” wystepujace na poczatku poprzedniego zdania
nalezy mocno podkresli¢. Jak zobaczymy, nasze zatozenie jest znowu gru-
ba idealizacja tego, co rzeczywiscie dzieje sie w nauce.

Rozwazmy przestrzeh Banacha X z metryka d(x, y), X, y C X, okreslo-
ng za pomocg normy: d(x, y)=||x—yll. Niech f bedzie odwzorowaniem
przestrzeni X w siebie f: X->X, takim ze d(f(xi)i f(x))"q ' dfxj, x2), gdzie
O<qg<l.

Odwzorowanie takie nazywamy odwzorowaniem zwezajagcym (lub zbli-
zajacym). Nazwa ta jest usprawiedliwiona faktem, ze odlegto$¢ pomiedzy
dwoma punktami przestrzeni X po odwzorowaniu f jest niewigksza niz
przed odwzorowaniem.

Tzw. zasada Banacha glosi, ze jezeli w przestrzeni Banacha mamy
cigg powstaty przez kolejne wykonywanie odwzorowan zwezajgcych, tzn.

X0, X1=F(xl), x2=F(x)=F(f(x0)), x3=F(x2)=F(f>(f(x0)))...

to (1) ciag taki jest zbiezny do granicy, nazwijmy ja y, nalezacej do X;
(2) granica ta jest punktem statym odwzorowania f, tzn. f(y)=y, czyli
zastosowanie odwzorowania f do punktu y nie ,,porusza” go; (3) punkt y
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jest jedynym punktem statym odwzorowania f; (4) zachodzi wzér
d(y, xm)< d(xL; x0) *)

Sens zasady Banacha w odniesieniu do postawionych przeze mnie
pytan jest oczywisty. Jezeli zbiér wszystkich mozliwych Swiatow (opi-
sywanych przez wszystkie mozliwe konstruowane przez nas teorie) jest
przestrzenig Banacha, to narzuca sie samo przez sie, by odwzorowania
zwezajace tej przestrzeni w siebie interpretowac jako proces rozwoju nau-
ki — przechodzenie do kolejnych teorii coraz doktadniej opisujacych rze-
czywisty $wiat. Zasada Banacha gwarantuje, ze w przestrzeni mozliwych
Swiatéw istnieje punkt staty odwzorowania f, granica ciggu naszych ko-
lejnych teorii, i ze granica ta jest tylko jedna. Wzér (*) pozwala, znajac
m kolejnych krokéw na drodze konstruowania ciagu ,,zwezajacych” teorii,
oceni¢ gérng granice odlegtosci od punktu statego, ktéry oczywiscie re-
prezentuje teorie wiernie opisujaca rzeczywisty $wiat.

Nalezy jednak mocno podkres$li¢, ze odwzorowanie zwezajace w prze-
strzeni Banacha interpretowane jako model rozwoju nauki jest mode-
lem tylko grubo przyblizonym do rzeczywistej ewolucji nauk empirycz-
nych. Grubo$¢ tego modelu polega przede wszystkim na tym, ze — Scisle
rzecz biorgc — nie mozemy méwié o zbieznosci ciggu kolejnych teorii
coraz dokladniej opisujacych rzeczywisty Swiat. Z rzeczywistej historii
nauki znamy zwykle tylko kilka wyrazéw tego ciggu i rozwazanie w takiej
sytuacji pytania, czy jest to cigg zbiezny, czy nie, jest co najmniej bardzo
gruba idealizacja.

Tak wiec model rozwoju nauki, skonstruowany do badania stopnia
doktadnosci naukowy teorii, sam jest modelem przyblizonym i z kolei
mozna by pyta¢ o stopien jego doktadnosci, na przyktad w oparciu o mo-
del rozwoju nauki znowu odwotujacy sie do zasady Banacha. Prowadzac
to rozumowanie dalej otrzymaliby$Smy typowa sytuacje regressio ad in-
finitum. Bytoby to oczywiscie zabawg raczej jatowa. Wydaje sie jednak,
ze warto$¢ dotychczasowych rozwazan nie sprowadza sie tylko do wa-
lorow rozrywkowych. Sadze, ze na ich podstawie mozna bezpiecznie przy-
jac, ze zbiér swiatbw mozliwych posiada strukture podobng do struktury
przestrzeni Banacha. W przeciwnym razie caty proces naukowego bada-
nia Swiata bytby przedsiewzieciem beznadziejnym.

5. ZASADA NAJMNIEJSZEGO DZIALANIA

Historycznie, jednym z gtéwnych motywdw rozwijania teorii przestrze-
ni Banacha byta che¢ uscislenia rachunku wariacyjnego. Zasadniczy prob-
lem tego rachunku polega na szukaniu ekstreméw funkcji okreslonych
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na przestrzeniach Banacha. | tu znowu teoria przestrzeni Banacha spo-
tyka sie z podstawami fizyki.

Jak wiadomo, réwnania wszystkich wazniejszych teorii wspotczesnej
fizyki mozna wyprowadzi¢ z zasady najmniejszego dziatania 7. Niech roz-
wazany uktad fizyczny U zmienia sie w czasie. Zgodnie ze standardowymi
metodami fizyki teoretycznej wszystkie mozliwe drogi jego ewolucji (tra-
jektorie) mozna przedstawi¢ jako krzywe w pewnej przestrzeni, nazwijmy
ja przestrzenig X. Punkt w tej przestrzeni przedstawia mozliwy stan roz-
wazanego uktadu U w pewnej chwili. Niech nasz uktad, w trakcie swojej
ewolucji, przechodzi od stanu a do stanu b. Wszystkie mozliwe drogi ewo-
lucyjne uktadu U stanowig rodzine krzywych zaczynajacych sie w a i
konczacych sie w b. Drdg takich jest oczywiscie nieskonczenie wiele. Ktorg
z nich wybierze uktad U? Zasada najmniejszego dziatania mowi, ze rze-
czywista ewolucja uktadu U potoczy sie wzdluz drogi, na ktérej catka

s=aL (xq, dat(t) dt ¢k

przybiera wartos¢ ekstremalng. Funkcja L, wystepujaca pod znakiem
catki, nazywa sie lagranzianem, a cata wielkos¢ S — dziataniem.

Powiedziatem wyzej, ze z zasady tej mozna wyprowadzi¢ réwnania
wszystkich wazniejszych teorii wspétczesnej fizyki. Musze wszakze uczci-
wie przestrzec czytelnika, ze termin ,,wyprowadzi¢” zostat tu przeze mnie
naduzyty. Zwykle termin ten stosuje sie do sytuacji, w ktorych — jak
w matematyce — dobrze wiadomo, co z czego, przy jakich zatozeniach
i przy jakich regutach wnioskowania, wynika. W rozwazanej przez nas
obecnie sytuacji potrafimy wprawdzie problem matematycznie popraw-
nie sformutowaé i w wielu wypadkach rozwiaza¢, jednakze z fizycznego
punktu widzenia jest to raczej pewien algorytm odgadywania réznych
teorii niz ich wyprowadzanie.

Przede wszystkim, nie ma zadnej ogoélnej teorii konstruowania la-
granzianow. Nalezy tu po prostu stosowa¢ wyczucie oraz metode prob
i bledéw. Roézne lagranziany wstawione do wzoru (**) produkujg rézne
teorie i ostatecznie zgodno$¢ teorii z doswiadczeniem decyduje o fizycz-
nej przydatnosci teorii. Dobierajagc odpowiednie lagranziany potrafimy
zrekonstruowaé mechanike klasyczna, elektrodynamike klasyczna, ogélng
teorie wzglednosci, a takze mechanike kwantowg. Gdyby nie fakt, ze za
kazdym razem musimy ,,podstawi¢” inny lagranzian i nigdy nie wiemy
dlaczego wiasnie taki a nie inny, zasada najmniejszego dziatania
bytaby doskonaly idea jednoczaca calg fizyke w jednej, przejrzystej for-
mule.

7 Jest to nazwa uzywana tradycyjnie, w zasadzie powinna ona brzmie¢: zasada
ekstremalnego dziatania.
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Tymczasem jednak musimy zadowoli¢ sie tym, co wiemy i systema-
tycznie dziwic¢ sie pytaniom wynikajacym z naszej wiedzy i uswiadamia-
jacym nam jej bolesne ograniczenia. A pytan tych jest wiele. Sprébujmy
sformutowac niektdre z nich.

Pierwsze pytanie wypowiedzmy stowami Feynmana. Jego stowa do-
bitnie akcentujg site zdziwienia, jakie zawsze powinno towarzyszy¢ nau-
kowo tworczym pytaniom, ,,..wszystkie nasze instynkty — pisze Feyn-
man — dotyczgce przyczyny i skutku stajg deba, gdy styszymy, ze czast-
ka decyduje, jaka ma droge wybraé¢ na zasadzie uzyskania na tej drodze
najmniejszej wartosci dziatania. Czy wyczuwa ona wechem, ktore z sa-
siadujacych ze sobg drog dadza wiecej, a ktére mniej dziatania?” 8 Skad
czastka (czy ogélniej: dany uktad fizyczny) ,,wie”? — to jedno, a drugie
to, dlaczego dziatanie ma przyjmowacé warto$¢ ekstremalng, a nie jaka$
inna? | — po trzecie — dlaczego dziatanie wiasnie z takim, a nie innym
lagranzianem?

Skad uktad wie? Czy zna z gory stan koncowy, do ktérego dojdzie
i wszystkie mozliwe drogi, ktére do niego prowadza? Czy wiec ukiad zna
przysztos¢? Ostro$¢ tego pytania mozna by ztagodzié, przyjmujac — jak
to sugeruje teoria wzglednosci — ze czasoprzestrzen istnieje cata na raz,
a rozklad czasoprzestrzeni osobno na czas i 0sobno na przestrzen jest tyl-
ko zabiegiem ,,sztucznym” dokonywanym w lokalnym uktadzie odniesie-
nia obserwatora i poza tym uktadem nie majacym obiektywnego sensu.
Przy takim punkcie widzenia podziat na przeszto$¢, terazniejszosc¢ i przy-
sztos¢ jest tylko konstrukcja obserwatora, ktérej w rzeczywistosci nic nie
odpowiada, a fizyka nie dzieje sie w czasie, lecz j e st w czasoprzestrze-
ni @.

Moze tego rodzaju ,,wyjasnienie” uspokaja nieco nasze filozoficzne su-
mienie, ale nie przyczynia sie istotnie do zrozumienia fizycznych ,,me-
chanizmow” zasady najmniejszego dziatania.

| dlaczego warto$¢ dziatania wzdtuz rzeczywistej trajektorii uktadu ma
by¢ ekstermalna? Jedyna proba odpowiedzi, jaka mi sie nasuwa, gdy nad
tym mysle, jest nastepujaca. Wszystkie inne trajektorie, oprocz ekstre-
malnej, nie sg w zaden spos6b wyr6znione. Roznych trajektorii jest nie-
skonczenie wiele; ekstremalna trajektoria — w pewnym swoim otocze-
niu — jest tylko jedna. Jezeli przyroda ma wybiera¢, a nie dziata¢ na
$lepo, to istnieje tylko jedno kryterium: wybiera¢ ekstremum.

Zeby ta odpowiedZ byla w miare petna, nalezatoby jeszcze powiedzieé,
dlaczego wzdtuz trajektorii extremum ma osigga¢ dziatanie (i to wiasnie
z takim lagranzianem), a nie jakas inna wielko$¢. Na ten temat — o ile

8 Feynmana WykJra \R;Z fizyki, t. 11, cz. 1. Warszawa 1970, s. 344,
3494 Por. np.: hitrow, The Natural Phllosophy of Time, London 1980,
s. 344.
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wiem — nikomu jeszcze nic madrego nie przyszto do gltowy. Proba uspo-
kojenia sie przez twierdzenie, ze pytania ,,dlaczego” nie nalezg do nauki,
jest juz rzeczywiscie Srodkiem uspokajajagcym, i to nieskutecznym. Bo
przeciez nie jest nigdzie powiedziane, ze poza naukami empirycznymi nie
wolno stawia¢ zadnych interesujacych pytan.

| jeszcze jedna, wazna uwaga. Mdwitem wiele o tym, ze przyroda wy-
biera, Kieruje sie takimi czy innymi regutami wyboru itd. Nalezy to ro-
zumie¢ wylacznie w sensie stwierdzenia orzekajagcego, ze w przyrodzie
wystepujg ograniczenia mozliwosci (to wiasnie nazywatem wybieraniem
przez przyrode). Reguty wyboru w tym znaczeniu sg rOwnowazne temu,
ze w strukturze przyrody jest zakodowana pewna informacja. Gdyby przy-
rodzie ,,wszystko byto wolno”, nie bylibySmy w Stanie wydoby¢ z niej
zadnych czytelnych informacji (pomijajac ten nieistotny szczeg6t, ze wow-
czas nie mogtoby byé nas samych).

Jezeli kto$ nie lubi takich filozoficznych rozwazan, to jedynie sen-
sowng rzecza, jaka moze zrobi¢ dla zasad najmniejszego dziatania (bo
w istocie jest ich wiele, zaleznie od postaci lagranzianu), jest zabranie sie
do dokfadnego zbadania ich czysto matematycznej struktury. | wtedy
ten kto$ musi znowu natkng¢ sie na przestrzenie Banacha.

Szukanie ekstremum funkcjonatu, jakim jest dziatanie, jest szczegol-
nym przypadkiem poszukiwania ekstreméw odwzorowan z jednej prze-
strzeni Banacha w druga. | znowu, jesli przyjaé, ze kazda mozliwa traje-
ktoria jest mozliwym ,$wiatem”, to, o0 ile zadanie ma by¢ matematycznie
porzadnie postawione, zbior wszystkich tego rodzaju mozliwych Swiatow
winien by¢ przestrzenig Banacha.

6. PYTANIA NA ZAKONCZENIE

Czy fakt, ze gdy zastanawiamy sie — w nieco Scislejszy spos6b — nad
podstawami fizyki, natykamy sie na przestrzenie Banacha, ma jakie$
glebsze znaczenie, czy tez jest on trywialnym nastepstwem tego, ze wspot-
czesna nauka do opisu $wiata uzywa funkcji, a przestrzenie Banacha
sg po prostu bardzo wygodnymi przestrzeniami funkcyjnymi?

Jako komentarz do tego pytania mam nastepne pytania. Czy w pod-
stawach fizyki, ktore sg tak mato zbadane, sg pytania trywialne, a jezeli
tak, to jak je odrézni¢ od pytan nietrywialnych? Czy nie jest tak, ze o
trywialnosci pytania mozna sie przekonaé¢ dopiero po uzyskaniu na nie
odpowiedzi? Ale czy pytanie, na ktére uzyskuje sie odpowiedz moze by¢
pytaniem trywialnym? | wreszcie, czy wygoda matematyczna, gdy idzie
0 opis $wiata — lub lepiej: o rekonstrukcje jego struktury — nie $wiad-
czy o glebszych zwigzkach pomiedzy dang strukturg matematyczng a
strukturg Swiata?
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Wspoiczesna fizyka jest dziwnym przyktadem pieknego gmachu wzno-
szacego sie na wiotkich fundamentach. Kazda préba ich wzmocnienia —
choéby metoda prowizorycznego podpierania pytaniami — powinna by¢
witana jako inicjatywa pozyteczna ze wzgledéw publicznego bezpieczen-
stwa.

NOTA BIBLIOGRAFICZNA

Czytelnika, ktory zainteresowat sie poruszonymi przeze mnie problemami i
ehciatby stworzy¢ sobie szersza podstawe do wiasnych przemyslen, odsylam do na-
stepujacych ksigzek, ktére i mnie stuzyly pomoca przed i w trakcie pisania niniej-
Szego eseju.

Podstawowym ,,zrédlem” moze by¢ matematycznie bardzo bogata ksigzka: K.
Maurin, Analiza, Cz. 1. Elementy, Warszawa 1971 (wznowienie w 1977 r.), zwlasz-
cza rozdziaty 7 i 8. Przestudiowanie tej ksigzki daje warsztat i pewien smak ma-
tematyczny, ale nie jest zadaniem tatwym. Mozna sobie pomaga¢ klasyczng juz po-
zycjg: L. A. Lusternik, W. L. Sobolew, Elementy analizy funkcjonalnej,
Warszawa 1959, lub bardzo pogladowo napisang ksigzkg: K. Sieklucki, Geo-
metria i topologia. Cz. 1. Geometria, Warszawa 1978, zwlaszcza rozdziat 2, w kt6-
rym mozna znalez¢ informacje o przestrzeniach zupetnych, i rozdziat 4 o przestrze-
niach unormowanych. Autora interesuje jednak aspekt geometryczny, a nie funk-
cjonalny poruszanych zagadnien i dlatego tylko na lekturze tej ksigzki poprzestaé
nie mozna.

Zwiezty przeglad teorii Banacha daje piekna ksigzka: Y. Choquet-Bru-
hat, C. DeW.itt-Morette, M. Dillard-Bleick, Analysis, Manifolds and
Physics, North Holland Pubi. Comp, Amsterdam—-New York—Oxford 1978. Roz-
dziat 2. tej ksiazki omawia w zwiezly sposéb rachunek rézniczkowy na prze-
strzeniach Banacha. Sekcja B tego rozdzialu jest poswiecona rachunkowi waria-
cyjnemu. Ksigzka jest adresowana do fizykdw-teoretykéw. W ¢wiczeniach mozna
znalez¢ niektére zastosowania omawianych zagadnien do fizyki.

Jedyna, jaka znam, ksigzka poswiecong w catosci zasadom wariacyjnym w fi-
zyce jest: A. Mercier, Analytical and Canonical Formalism in Physics, Dover
Publications, New York 1963. Ksigzka ta jednak nie moze zastapi¢ grzebania w roz-
nych podrecznikach fizyki, celem wytowienia z nich pozytecznych informacji na
temat zasad najmniejszego dziatania. W tych poszukiwaniach nie powinno sie omi-
ng¢ XIX-go rozdziatlu z ksiazki: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M.
Sands, Feynmana wyktady z fizyki, t. 1l cz. 1, Warszawa 1970, s. 330—352. W roz-
dziale tym Feynman opowiada, jak nauczyciel gimnazjalny zainteresowat go fizyka
przez zwrdcenie jego uwagi na zagadki tkwiace w zasadzie najmniejszego dziatania.
W prosty, ale gteboki sposéb Feynman przedstawia swoje poglady na to pasjonujace
zagadnienie.
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ESSAY ON BANACH SPACES
Summary

The structure of the world, as reconstructed by contemporary physics, is made
out of mathematical functions. Functional spaces, which are standard tools of
theoretical physics, are usually Banach spaces. Their nature, as generalization of
vector spaces, is briefly presented. It turns out that Banach spaces appear not only
in foundations of physics (for example, in a rigorous treatment of the least action
principle) but also in a modelling of the very process of physical theories develop-
ment. Is this a trivial consequence of our convention to describe the world in terms
of functions and of the fact that Banach spaces are nice functional spaces or has
this fact a deeper philosophical meaning?



