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Filozofia i logika intuicjonizmu

1. Charakterystyka filozofii intuicjonistycznej

Intuicjonizm to jeden z nurtéw konstruktywistycznych w filo-
zofil matematyki powstaty na przetomie XIX 1 XX wieku. Jego twoér-
ca byt Luitzen Egbertus Jan Brouwer — matematyk holenderski,
a jednym z najwazniejszych przedstawicieli Arend Heyting — uczen
Brouwera. Wéréd prekursor6w intuicjonizmu wymieni¢ nalezy Kro-
neckera, Poincaré oraz Mannourry’ego — nauczyciela Brouwera'.

Intuicjonizm powstat w odpowiedzi na kryzys, jaki pojawil sie
w podstawach matematyki wraz z odkryciem antynomii? na grun-
cie teorii mnogosci Georga Cantora. Zrédlo btedéw w matematyce
widzial Brouwer w dowodach niepodajacych konstrukeji postulo-
wanych obiektéw. Cheac zaradzié grozbie sprzeczno$ci w matema-
tyce, odrzucil wszelkie dowody niekonstruktywne logiki klasyczne;.
Podwazyl tez prawo wylaczonego érodka 1 prawo podwdjnego prze-

! Wiecej o poczatkach nurtu intuicjonistycznego przeczyta¢ mozna w: M. Fila,
Prqdy konstruktywistyczne w filozofii matematyki, praca magisterska napisana
w Zaktadzie Logiki Matematycznej Uniwersytetu im. A. Mickiewicza w Poznaniu
pod kierunkiem prof. dra hab. R. Murawskiego oraz w: R. Murawski, Filozofia ma-
tematyki. Zarys dziejow, Warszawa 1995, s. 67-72, 83-136.

2 Antynomie — pary zdan wzajemnie sprzecznych w réwnym stopniu zashu-
gujace na przyjecie. Najbardziej znane to antynomia Russella, antynomia zbioru
wszystkich liczb kardynalnych, zbioru wszystkich liczb réwnolicznych z danym
zbiorem czy — znane juz Cantorowi — antynomia zbioru wszystkich zbioréw, zbioru
wszystkich liczb porzadkowych oraz antynomia zbioru podzbioréw danego zbioru.



36 | Marlena Fila

czenia; krytykowal aksjomat wyboru — byt on dla niego jaskrawym
przykladem postulowania istnienia zbioru, ktérego mysl nie jest
na ogo6t w stanie okreglic.

Swe poglady najpetniej wyrazit Brouwer w swojej dysertacji dok-
torskiej z roku 1907 Over de Grondlagen der Wiskunde oraz w wy-
kladzie wygloszonym pie¢ lat pézniej z okazji objecia stanowiska
profesora na Uniwersytecie w Amsterdamie?®.

W swoim spojrzeniu na matematyke nawiazywatl Brouwer do
Arystotelesa 1 Euklidesa — matematyka byla dla niego nauka wypo-
sazona w okreslona tres¢. Odrzucal jednak metode aksjomatyczna
jako metode budowania 1 ugruntowywania matematyki. Jego zda-
niem nie mozna tylko postulowaé istnienia obiektéw matematycz-
nych, trzeba je uprzednio skonstruowaé. Owe konstrukcje matema-
tyczne sa jego zdaniem niezalezne od jezyka. Matematyka znajduje
sie w umysle ludzkim, nie na papierze, a jezyk stuzy matematykowi
tylko do komunikowania mys$li 1 btedem jest go analizowac.

Bardzo duzo jest w filozofii Brouwera nawigzan do mysli Kanta.
Za Kantem powtarzal Brouwer, ze umyst ludzki bezposrednio uj-
muje przedmioty matematyki i formutuje o nich sady syntetyczne
a priori. Zdaniem Brouwera u podstaw matematyki lezy fundamen-
talna definicja apriorystycznego czasu. Kant méwit o aprioryczno-
§ci czasu 1 przestrzeni, jednak odkrycie geometrii nieeuklideso-
wych zmusito Brouwera do odrzucenia aprioryczno$ci przestrzeni.

Dla Brouwera matematyka byta funkcja intelektu ludzkiego
1 wolng zyciowa aktywno$cia rozumu; wytworem umystu ludzkiego,
a nie teoria, systemem regul i twierdzen. Twierdzenia arytmetyki
byty dla Brouwera sadami syntetycznymi a priori, a obiekty mate-
matyczne byly konstrukcjami mys$lowymi (idealnego) matematy-
ka. Przeciwstawial sie wiec platonizmowi, ktéry przypisuje obiek-
tom matematycznym istnienie niezaleznie od czasu, przestrzeni
1 poznajacego podmiotu. Przeciwny byt tez formalizmowi — $cistoéé,
jego zdaniem, powinna by¢ ugruntowana w umysle ludzkim, a nie
na papierze.

3 Chodzi o wyktad z 1912 roku pt. Intuitionisme en formalisme, [w:] Filozofia
matematyki. Antologia tekstow klasycznych, R. Murawski, Poznan 1994, s. 263-275.
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W konsekwencji musial Brouwer odrzucié logike klasyczna,
w ktérej kazde zdanie sensowne jest albo prawdziwe, albo falszy-
we. Odrzucit takze istnienie nieskonczonosci aktualnej. Argumen-
towat to faktem, ze umyst nie moze wykonaé nieskonczenie wielu
konstrukeji. Dlatego zbiér nieskonczony rozumiat jako idee tworze-
nia wcigz nowych jego elementéw. Taki zbidr jest jednak zawsze
przeliczalny, dlatego nie ma — zdaniem Brouwera — zbioréw nie-
przeliczalnych ani liczb kardynalnych innych niz alef zero.

Zamierzeniem Brouwera byla rekonstrukcja matematyki na ba-
zle zasad intuicjonistycznych. Po 1912 roku dokonal rewizji pojecia
kontinuum, a po 1923 roku rekonstrukeji czesci teorii zbiorow punk-
towych, teorii funkcji; rozwingl teorie przeliczalnych dobrych po-
rzadkow 1 — wraz ze swoim studentem B. de Loorem — podat intuicjo-
nistyczny dowdd zasadniczego twierdzenia algebry. Po 1928 roku
dzieto kontynuowali jego uczniowie: Belinfante 1 Arend Heyting,
M. Joost?, a potem uczniowie Heytinga.

2. Logika intuicjonistyczna Heytinga

Poglady Brouwera budzily zainteresowanie nie tylko wérdd
matematykow, lecz takze wérdd logikéw. Opisu logiki zgodnej
z intuicjonistycznym stanowiskiem Brouwera dostarczyl Arend
Heyting w pracy z roku 1930 Die formalen Regeln der intuitioni-
stischen Logik. To wlaénie Heytingowi — uczniowi Brouwera — za-
wdzieczamy sprecyzowanie intuicjonistycznych sposobéw wniosko-
wania przez aksjomatyzacje intuicjonistycznego rachunku zdan
1 rachunku kwantyfikatoréw. Jego praca byta pierwsza prezenta-
¢ja intuicjonizmu wolna od niejasnosci 1 wieloznacznosci; napisana
w jezyku zrozumialym dla ogétu logikéw 1 matematykow. Umozli-
wiala poréwnanie logiki klasycznej 1 logiki intuicjonistycznej.

4 Belinfante Heyting: intuicjonistyczna teoria funkcji zespolonych, Arend

Heyting: intuicjonistyczna geometria rzutowa i algebra, logika intuicjonistyczna;
uczniowie Heytinga: intuicjonistyczna topologia, teoria mocy, teoria przestrzeni
Hilberta i geometria afiniczna.
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Sam Brouwer mial jednak bardzo sceptyczny stosunek zaréwno
do stworzonego przez Heytinga systemu, jak i do samych préb ko-
dyfikacji logiki intuicjonistycznej. Jego negatywne podejécie wyni-
kalo m.in. z pogladéw dotyczacych uzywanego przez matematykow
jezyka. Jak juz wspomniano w paragrafie wyzej, matematyka byta
dla Brouwera wolng aktywno$cia rozumu, a jezyk shuzyt matema-
tykowi tylko do komunikowania my$li. Jakiekolwiek przedstawie-
nie proceséw myslowych w jezyku logiki symbolicznej jest nieade-
kwatne, poniewaz nie jest mozliwe wyczerpanie ogétu wszystkich
procesow myslowych, ktore moga by¢ traktowane jako uprawnione.
Jezyk logiki symbolicznej ma bowiem charakter statyczny i nie jest
w stanie opisa¢ dynamicznej i nigdy nie zamknietej dziedziny ma-
tematycznej dziatalnosci czlowieka.

W intuicjonistycznej logice Heytinga podstawa jest jedenascie
aksjomatow:

1. Prawo tautologii p—pPAD;

2. Prawo przemiennosci dla iloczynu PAqQ—qAD;

3. Prawo czynnika (obie strony implikacji

mozna pomnozy¢ przez dowolny czynnik) (=@ —>p@Ar—qnr;

4. Prawo sylogizmu [—=a A(qg—1)]— (p—r1);
5. Prawo Dunsa Szkota (prawda wynika - - Q)
ze wszystkiego) a p—=ds
6. Modus Ponens [pPAG(P—q]—q;
7. Prawo symplifikacji dla sumy p—pVaq;
8. Prawo przemiennoéci dla sumy pvVaq—qVp;
9. Prawo kompozycji (P> Ar@—>1]—=[PVa—r]
10. Drugie prawo Dunsa Szkota .
1Pp— (P —Q;

(ze sprzecznoéci wynika wszystko)

11. Prawo redukcji do absurdu [G—=aDAP@—7 D=7 Dp.
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Z powyzszych aksjomatéw przy pomocy regul wnioskowania: re-
guly podstawiania 1 reguly odrywania® dedukuje sie twierdzenia.
Istotne jest, ze dla Heytinga zdaniem prawdziwym bylo tylko takie
zdanie, ktore bylo dowodliwe.

Brouwer — jak juz wspomniano — zmuszony byt odrzuci¢ dwu-
wartos$ciowa logike klasyczng miedzy innymi dlatego, ze nie ak-
ceptowatl zasady wylaczonego $rodka. Jego zdaniem bezwzgledne;j
prawdziwosci tej zasady nie mozna wykazadé, ale nie jest ona réw-
noczeénie falszywa, dlatego mozna powiedzieé, ze ma ona trzecia
warto$¢ logiczna. Logika Heytinga — adekwatna dla filozofii Brou-
wera — nie mogla by¢ zatem dwuwartoSciowa. Skoro logika Hey-
tinga nie jest dwuwarto$ciowa, powstaje pytanie o warto§¢ logicz-
na tej trzeciej wartosci 1 zwigzki logicznej implikacji, koniunkcji
1 alternatywy. Heyting przyjal, ze negacja tej trzeciej wartosci jest
falsz®. Matryce przedstawiaja sie nastepujaco:

Matryca Matryca Matryca Matryca
negacji: implikacji: alternatywy: koniunkcji:

p | 1p o1 0| % AR RRY NI REC
1 0 1 1 0 % 1 1 1 1 1 1 0%
0 1 o111 0| 1] 0% 010,010
%l 0 % | 1]0 1 ll|%n % Yol % | 0 %

Widaé analogie do klasycznej logiki dwuwarto$ciowej w war-
toSciowaniu par zdan: 1 1, 1 0, 0 1, 0 0. Wartosci logiczne impli-
kacji, koniunkgji i alternatywy pieciu nowo powstalych par zdan:

> Regula podstawiania: jezeli dana formula rachunku zdan jest tautologia
1 wszystkie wystapienia pewnej zmiennej zdaniowej w tej tautologii zastapimy pew-
na ustalona formuta, to otrzymana w ten sposéb formuta réwniez bedzie tautologia.
Reguta odrywania: dla kazdej tautologii w formie implikacji, ktérej poprzednik row-
niez jest tautologia, nastepnik takze jest tautologia.

6 Ciekawe jest poréwnanie logiki Heytinga do tréjwarto$ciowej logiki Lukasie-
wicza. Patrz: M. Fila, Prqdy konstruktywistyczne w filozofii matematyki, dz. cyt., s. 52n.
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1%,% 1,0 %, % 0, % % Heyting musiat przyjaé w taki sposéb, aby
jak najmniej odbiegaly od intuicji. Zalezno$ci zawarte w matrycach
mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:

Implikacja: p—q= {1’ gdyp=a
g, 8dyp>q

Koniunkgcja: p A g=min {p, q}

Alternatywa: p Vg =max {p, q}

Nie chcac zbytnio zaglebiaé sie w system Heytinga, zwréémy
tylko uwage na fakt, ze — zgodnie z pogladami Brouwera — nie sa
w nim tautologiami prawo podwdjnego przeczenia oraz prawo wyla-
czonego $rodka. Sprawdzenie tych faktéw ilustruje ponizsza tabela:

p 1P pVap 11pP 11P—Pp
1 0 1 1 1
0 1 1 0 1
Y 0 Ve 1 Ve

Warty uwagi jest fakt, ze zaprzeczenia tych zasad sa w macie-
rzowej konstrukeji Heytinga zawsze falszywe. Dla negacji zasady
wylaczonego érodka mamy bowiem:

p 1P pVqp 1(pVqp)
1 0 1 0
0 1 1 0
% 0 % 0

Natomiast dla negacji zasady niesprzeczno$ci mamy:

p 1p PP 1(pAMp) 17 (pMDP)
1 0 0 1 0
0 1 0 1 0

Va 0 0 1 0
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3. Twierdzenie Godla

Niedlugo potem okazalo sie, ze system Heytinga posiada pew-
na wlasnoé¢, ktérej posiadaé nie powinien. Jego aksjomatyka jest
bowiem nieadekwatna w stosunku do matryc prawdziwosciowych.
Znaczy to tyle, ze matryce spelniane sa nie tylko przez aksjomaty
Heytinga i tezy z nich wynikajace, ale réwniez przez formuty, kto-
re z aksjomatéw Heytinga nie wynikaja, wiec do systemu nie nale-
za. Z uwagil na to, ze aksjomaty mialy decydujaca role w reformie
matematyki, jaka Brouwer 1 Heyting chcieli przeprowadzi¢, stalo
sie oczywiste, ze matryce musza zosta¢ poprawione.

Twierdzenie Kurta Godla z 1932 roku’ o nieadekwatnosci skon-
czenie warto§ciowych matryc do systemu Heytinga bylo pewnym
przelomem w rozwoju logiki intuicjonistycznej. Godel pokazal, ze
nie mozna intuicjonistycznego rachunku zdan rozpatrywac na pod-
stawie jakichkolwiek tabeli prawdziwos$ciowych o skonczonej licz-
bie warto$ci logicznych. Zawsze istnie¢ bedzie formuta logiczna
spelniajaca matryce, ale niewynikajaca z aksjomatéw Heytinga,
dlatego zadna matryca o skonczonej liczbie wartoéci nie moze byé
dla systemu Heytinga adekwatna.

Godel udowodnit to w nastepujacy sposéb:

Utwoérzmy sume logiczna z réwnowaznosci zachodzacych miedzy

zmiennymi zdaniowymi:
@, <op) VP, <op) VP, op)VPop)VP,<p)VdE,op)V ..V (P, <D)

Formuta powyzsza bedzie spelniona przez kazda matryce co najwy-
zej n-1 warto$ciowa i spetniajaca aksjomaty Heytinga. Gdyby bowiem
kazdej zmiennej prébowaé nadaé inna warto$é, to w co najmniej jednej
z roéwnowazno$ci zmienne otrzymaja te sama warto$é, bo — z zatoze-
nia — warto$ci tych jest mniej niz zmiennych. Zatem co najmniej jedna
réwnowazno$é bedzie prawdziwa. Stad 1 prawdziwa bedzie cala zdefi-

 Artykul pt. Zum intuitionistischen Aussagenkalktil. Por. Z. Zawirski, Geneza
i rozwdj logiki intuicjonistycznej, ,Kwartalnik Filozoficzny” 16 (1946), s. 165—-222.
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niowana wyzej suma, bowiem prawdziwos¢ jednego cztonu alternatywy
zagwarantuje prawdziwo$¢ calej formuty.

Pozostalo wykazaé niezalezno$é powyzszej formuly od aksjoma-
tow Heytinga, czyli fakt, ze nie mozna jej w tym systemie udowodnic.
W tym celu nalezy znalez¢ taka interpretacje zmiennych, dla ktérej ak-
sjomaty bedq spelnione, a nie bedzie spelniona formuta. Podana przez
Godla tabela interpretacyjna ma n zmiennych: 1, 2, ..., n, a wartoscig
wyrédzniona jest w niej 1. Oraz:

_{l,gdypzq _{n,gdyp#n
pP—q= 1P = _
q, 8dyp <q 1,gdyp=n
p Vv q=min i{p, g} p A q=max {p, q}

Dla powyzszych wartos$ci aksjomaty Heytinga sa spetnione. Powyz-
sza formuta réwniez je spelnia, ale tylko wowczas, gdy liczba zmiennych
zdaniowych p_jest wieksza niz n. W przeciwnym wypadku formula ta
nie bedzie spetniaé zdefiniowanych wartoSci. Jest zatem niezalezna od
aksjomatow Heytinga®.

Zatem matryca adekwatna dla logiki Heytinga musi by¢ nie-
skonczenie wielowartoSciowa. Z powyzszego dowodu wynika jeszcze
jeden wniosek: miedzy systemem zwyklego rachunku zdan a syste-
mem Heytinga lezy nieskonczenie wiele systeméw — monotonicz-
nie malejacy ciag systeméw, w ktorych zawiera sie system Heytin-
ga, a ktore zawarte sa w logice dwuwartoSciowe;.

4. Badania Jaskowskiego

Stalo sie wiec oczywiste, ze matryca adekwatna dla systemu
Heytinga musi by¢ nieskonczenie wielowarto$ciowa. Trzy lata p6z-

8 Dowdd zaczerpnieto z: M. Fila, Prady konstruktywistyczne w filozofii mate-

matyki, dz. cyt., na podstawie: Z. Zawirski, Geneza i rozwdj logiki intuicjonistycznej,
dz. cyt., s. 204-206.
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niej w ,,Aktach Kongresu Miedzynarodowego Filozofii Naukowej”®
zostaly opublikowane badania Jaskowskiego. Matryce adekwatne
dla systemu Heytinga okazaly sie duzo bardziej skomplikowane,
niz na poczatku przypuszczano. Obok gltéwnego kierunku rozbu-
dowywania matryc sa bowiem takze rozgalezienia boczne, a kazde
z nich dostarcza nieskonczonego ciggu nowych matryc.

Gléwny kierunek rozbudowywania matryc przedstawia sie na-
stepujaco: niech 1 oznacza prawde. Jest to wartos¢ wyrdzniona we
wszystkich matrycach. Pozostate wartosci — niewyrdéznione — w na-
stepujacych po sobie matrycach stele wzrastaja o 1. Wprowadzamy
funkcje a taka, ze gdy jej argument ma warto$¢ wyrdzniona, to jej
warto$cig staje sie nowa wartoéé, ktorej w poprzedniej matrycy nie
byto. W przeciwnym wypadku (tj. gdy argument funkecji a nie ma
wartoéci wyrdznionej) warto$¢ funkeji a sie nie zmienia.

Powyzszy — do$¢ zawity — opis mozna sprobowaé wyjasni¢ na przy-
kladzie. W logice jednowarto$ciowej jedyna wartoscia jest 1 — war-
to§¢ wyrdzniona. Przechodzac dologiki dwuwartoSciowej, wprowadza
sie nowa warto$¢ logiczna — wartoéé niewyrézniona — ,fatsz” —1i ozna-
cza ja przez 0. Zatem zgodnie z powyzszym opisem a(1l) = 0. Cheac
przejéé do logiki tréjwartosciowej — analogicznie — wprowadza sie
nowa warto$¢ 1 oznacza ja przez 2. Zatem teraz a(1) = 2 oraz a(0) = 0.
Dla logiki czterowarto$ciowej: a(1) = 3, a(0) =0, a(2) = 2.

Wprowadzenie funkcji a umozliwia podanie ogdlnych tabeli bu-
dowy kolejnych matryc. Oznaczajac: N — negacja, K — koniunkcja,
A — alternatywa i1 C — implikacja, gdzie dla implikacji p jest po-
przednikiem, a q nastepnikiem, 1 zakladajac, ze znamy budowe
tych matryc w logice n-warto§ciowej, matryce N*, C*, K*, A" w logi-
ce n+1 warto$ciowej sa nastepujace:

N c* ‘ 1 ‘ a(q)
1 a(N1) 1 C11 a(Clq)
a(p) Np a(p) Cp1 Cpq

9 Tom 6, Recherches sur le systéeme de la logique intuitioniste.
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K* ‘ 1 ‘ a(q) A* ‘ 1 ‘ a(q)
1 K11 a(K1q) 1 Al1l Alq
a(p) a(Kpl) | a(Kpqg) a(p) Apl a(Apq)

Dla przyktadu — w logice jednowartosciowej (p = Np = N1 = 1):

N* C* 1 a(l)
1 a(l) 1 1 a(l)

a(l) 1 a(l) 1 1
K* 1 a(l) A¥ 1 a(l)
1 1 a(l) 1 1 1

a(l) a(1) a(1) a(1) 1 a(l)

W logice dwuwarto$ciowe] (pamietajac, ze a(l) = 0) wartosci
w matrycach pokrywaja sie z warto$ciami matryc logiki klasycznej:

N* ‘ C* 1 a(l)
1 0 1 1 0
a(l) 1 a(l) 1 1

K* ‘ 1 ‘ a(1) A* 1 a(l)
1 1 0 1 1 1
a(1) 0 0 a(l) 1 0

W logice tréjwartosciowej (gdzie a(l) = 3, a wartoSci niewyroz-
nione 01 2 przejda na siebie):
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N* C* 1 a(l) a(0)

1 a(N1)=0 1 Cl1=1 | a(C11)=2 | a(C10)=0
a(l) N1=0 a(l) C11=1 C11=1 C10=0
a(0) NO=1 a(0) Co1=1 Co1=1 C00=0

K* 1 a(l) a(0)

1 Ki11=1 Cl(Kl 1)=2 Q(KIO):O
a(l) a(K11)=2 a(K11)=2 a(K10)=0
a(0) a(K01)=0 a(K01)=0 a(K00)=0

A* 1 a(l) a(0)

1 All=1 Al1=1 Al10=1
a(l) Al1=1 a(Al1)=2 a(A10)=2
a(0) A01=1 a(A0D=2 | a(A00)=0

Odgatezienia boczne systemu Stanistawa Jaskowskiego, o kté-
rych byta mowa na poczatku paragrafu, takze spelniajg aksjomaty
Heytinga. Proces przechodzenia z matrycy M do nastepnej matrycy N
nazwal Jaskowski operacja I' wykonana na matrycy M. Méwi sie:
N jest 'M). Wykonawszy operacje I' na jednym systemie, otrzymuje
sie nastepny system. Dzieje sie tak dlatego, ze system tak samo wy-
znaczony jest przez matryce, jak i przez zbior aksjomatéw. Zbidr wy-
razen logicznych speliajacych matryce M oznacza sie przez E(M).

Dla przyktadu: operacja I' wykonana na systemie logiki jedno-
wartosciowej L, daje w wyniku logike dwuwartoéciowa L,, zatem
L, jest I'(L)). Zauwazmy, ze skoro w logice jednowarto$ciowej po-
zostaja w mocy prawa logiki dwuwartosciowej, w logice dwuwar-
to$ciowe] pozostaja w mocy prawa logiki tréjwartosciowej itd., to
E{'(M))cE(M). Inkluzja odwrotna na ogét nie zachodzi.
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Nowy typ matryc, ktéry spelnia system Heytinga, wymaga
wprowadzenia pojecia mnozenia matryc. Za Jaskowskim — 01 1 to
wartosci logiczne. Z nich mozna utworzy¢ uporzadkowane pary
wartosci (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0). Niech N(p, q) = (Np, Nq) oraz
C(p, 9)(r, s) = (Cpr, Cgs), A(p, @(r, s) = (Apr, Ags), K(p, @)(r, s) =
(Kpr, Kqgs), gdzie p, q, 1, s € {0, 1}. Ponizej podano przyklady matryc
otrzymanych w wyniku pomnozenia przez siebie dwdoch matryc:

N

11 00
10 01
01 10
00 11

Matryca otrzymana w wyniku takiego pomnozenia dwéch dwu-
wartoSciowych matryc negacji.

C 11 10 01 00
11 11 10 01 00
10 11 11 01 01
01 11 10 11 10
00 11 11 11 11

Matryca implikacji otrzymana w wyniku pomnozenia przez sie-
bie dwéch dwuwarto$ciowych macierzy implikacji.

Mnozone przez siebie matryce nie musza by¢ rownowartosciowe.
(Mnozac na przyklad matryce dwuwartoSciowa z matryca tréjwar-
toéciowa, otrzyma sie matryce szeSciowartoSciowa). W ten sposob
mozna tworzy¢ iloczyny nie tylko dwéch, ale tez trzech 1 wiecej ma-
tryc. Ponadto kazdy z tych iloczynéw moze podlegaé operacji I, da-
jac poczatek nowemu ciagowi nieskonczonemu.

Jak przekona¢ sie teraz, ze kazda formuta Heytinga spelnia te
nieskonczona liczbe matryc? W tym celu pomocne bedzie nastepu-
jace twierdzenie: jezeli aksjomaty Heytinga (a wiec 1 caly system)
spelniaja pewng matryce M, to spelniajg takze nastepnik tej ma-
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trycy — matryce I'M). W swoim artykule Zygmunt Zawirski'® opi-
suje rozumowanie dowodowe Jaskowskiego i pokazuje zasadnos$é
tego twierdzenia na podstawie aksjomatéw przez niego sformuto-
wanych. Jaskowski zauwazyt bowiem, ze Heyting przyjat za praw-
dziwe takze zdanie: p — (q — pAq). Aksjomaty Heytinga, ktérych
po dopisaniu tego zdania jest dwanaécie, Jaskowski sprowadza do
nastepujacych dziesieciu:

L. b>@—vl->[P->9—>0@—]
2. p—~@—p)

3. p—(a—pra)

4. pAg—D

5. pAg—q

6. [(p—>1A@—1)]— (PVg—1)

7. p—pVq

8. q—pvq

9. 9p—>@—q

10. (p—>-|p)—>-|p

Podsumowanie

Intuicjonizm Brouwera byt dos¢ oryginalna reakcja na powsta-
ly w podstawach matematyki kryzys. Mimo sceptycznego stanowi-
ska Brouwera i tezy, ze matematyka jest niezalezna od jezyka, pod-
jeto sie préb skonstruowania logiki odpowiedniej dla filozoficznych
tez intuicjonizmu. System zaproponowany przez Heytinga zdawat
sie poprawny az do roku 1932, kiedy to Kurt Gédel wykazal, ze ma-
tryce Heytinga nie sg adekwatne do sformutowanych przez niego
aksjomatow. Rozwiazanie tego problemu znalazt Jaskowski, kon-

10 7. Zawirski, Geneza i rozwdj logiki intuicjonistycznej, dz. cyt., s. 165-222.
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struujac nieskonczony ciag matryc adekwatny dla systemu Hey-
tinga. Skonstruowanie systemu logicznego, ktory bytby adekwat-
ny dla intuicjonistycznej filozofii Brouwera, okazalo sie zadaniem
trudniejszym niz na poczatku przypuszczano. Sama logika intu-
icjonistyczna znalazla zastosowanie w matematyce jako uzyteczne
narzedzie, na przyklad w teorii toposéw czy w informatyce.

Summary
The philosophy and logic of intuitionism

At the end of the 19th century in the fundamentals of mathematics appeared
a crisis. It was caused by the paradoxes found in Cantor’s set theory. One of
the ideas a resolving the crisis was intuitionism — one of the constructivist
trends in the philosophy of mathematics. Its creator was Brouwer, the main
representative was Heyting.

In this paper described will be attempt to construct a suitable logic for philo-
sophical intuitionism theses. In second paragraph Heyting system will be pre-
sent — its axioms and truth tables. Later Gédel theorem about the inadequacy
of finite dimensional matrices for this system will be explained. At the end this
paper an infinite sequence of matrices adequate for Heyting axioms proposed
by Jaskowski will be described.

Keywords intuitionism, axioms, truth tables, Heyting system, Gédel theorem
about the inadequacy of finite dimensional matrices for Heyting system, infi-
nite sequence of matrices
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