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1. Raj matematyki

Bertrand Russell powiedzial kiedys, ze dwudziestowieczny po-
wrot do platonizmu jest jednym z najbardziej niezwyklych wy-
darzen w dziejach nauki. Po calych epokach ,obcinania brody
Platonowi”” okazalo sie, ze to wlasnie ontologia twoércy Akade-
mii, inspirowana pogladami jego poprzednika — Pitagorasa, stano-
wi atrakcyjna opcje dla filozoféw matematyki.

Oto jak Russell charakteryzuje swoje mlodziencze,
pitagorejsko—platonskie stanowisko: Przez jakis§ czas czerpa-
lem satysfakcje z doktryny wprowadzonej przez Platona (...).
Zakladatem, Ze istnieje niezmienny, istniejgcy poza czasem Swiat
idei 1 ze jego niedoskonala kopia ujewnia sie przed maszymi zmy-
stami. Matematyka zajmuje sie Swiatem idealnym, a w zwigzku
z tym osigga Scisto$é i doskonalo$é, ktorej brakuje codziennemu
$wiatu'. Zmiany w swych pogladach na filozofie matematyki okre-
slit Russell po latach jako ,ucieczke od Pitagorasa”. Z biegiem
lat wyniki osiagane w matematyce i logice doprowadzily go do

“Pojecie to wprowadzil Quine piszac: jest to stara platoriska zasada niebytu.
Niebyt musi w pewnym sensie byc, gdyz inaczej — czym jest to, czego nie ma?
Tej powikianej doktrynie mozna by nadaé miano brody Platona. Historycznie
rzecz biorge, broda ta okazala sie bardzo twarda, stepiajoc czesto ostrze brzytwy
Ockhama (W. O. V. Quine, O tym co istnieje, [w:] Z punktu widzenia logiki,
PWN, Warszawa 1969, s. 10) (przyp. red.).

Por. R. Monk, Russell, Amber, Warszawa 1998, s. 13.
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zmian w pogladach metafizycznych i zmusity do ,przystrzyzenia
platonskiej brody”.

Dla poréwnania przedstawmy, jak deklaruje swe platonskie sta-
nowisko inny matematyk i filozof matematyki, Kurt Godel: Pojecia
i klasy mogaq byé potraktowane jako obiekty rzeczywiste (...). Wy-
daje sie, Ze zalozenie o istnieniu takich obiektow jest rownie uza-
sadnione jak zatoZenie o istnieniu obiektéow fizycznych. Filozofia
matematyki powinna i musi byé metafizyczna. Kazda proba elimi-
nacji filozofii prowadzi do zastoju, pesymizmu poznawczego i Spo-
walnia jej postep®. Taki poglad utrzymal Gédel do konca zycia.
Nie tylko zagorzale optowal za platonizmem w dobie filozoficznego
pozytywizmu i sceptycyzmu, ale i czynit to z rosnacym zaangazo-
waniem. Pozostal wierny platonizmowi niezaleznie od otrzymywa-
nych przez siebie, jakze czesto kontrowersyjnych, matematycznych
wynikow.

Pojawiaja sie pytania: co spowodowato, ze mimo podobnego
punktu wyjscia, drogi filozoficzne Gdédla i Russella potoczyty sie
tak odmiennie? Czy uprawianie matematyki i osiggane w niej wy-
niki wplynety na ich $wiatopoglad filozoficzny? Jedli tak, to w ja-
kim stopniu? A moze to platonizm oznaczal dla kazdego z nich co$
innego?

Aby odpowiedzieé¢ na te pytania przyjrzymy sie krétko wizjom
filozofii matematyki proponowanym przez Russella i Gédla. Roz-
patrzymy etapy Russellowskiego ,,uciekania” od pitagoreizmu oraz
motywy i efekty tej ucieczki. Nastepnie przyjrzymy sie, w jaki spo-
sob Godlowi udato sie, mimo wszystko, pozosta¢ w matematycz-
nym platonskim raju. Podsumowujac, sprobujemy wychwycié¢, na
czym polegaly réznice miedzy dwoma filozofami w przyjetej wizji
filozofii matematyki i w celach, jakie sobie stawiali.

ZPor. K. Gédel, Russell’s mathematical logic, [w:] Collected works, vol. 11,
Oxford University Press, Oxford 1990, ss. 119-153.
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2. Lorda Russella zabawy z brzytwa

Bertranda Russella ogarnat w dziecinstwie ten sam zachwyt,
ktéry 2500 lat temu stal sie udzialem Pitagorasa — zachwyt nad
matematyka. Kilkuletniego Lorda zafascynowal fakt wszechobec-
nosci zastosowan matematyki w fizycznym Swiecie. Russell uwie-
rzyl, ze wszystko da sie zmatematyzowaé¢. Wspominal: Lubitem
rozmyslaé o zastosowaniu matematyki do swiata fizycznego i mia-
tem nadzieje, Ze powstanie matematyka ludzkich zachowan, tak
precyzyjna jak mechanika stosowana w inzynieriis. Pézniej je-
go zainteresowania wszechstronnymi zastosowaniami matematy-
ki ustgpily miejsca fascynacji zasadami, na ktérych matematyka
sie opiera. Zaczal zapytywaé¢ o uzasadnienie wiedzy, ktéra uzna-
wal za podstawe rzeczywistosci. Doéé¢ oczywiste jest, ze wlasnie
pitagorejsko—platonska doktryna zainteresowata Russella najbar-
dziej. Swiat, w ktérym zyjemy, jest matematyczny, bo w jakis spo-
sOb ,uczestniczy” w idealnym $wiecie matematycznym. Od kon-
templacji matematycznosci $wiata juz tylko krok do platonizmu.
Jak zauwaza Russell, dla Pitagorasa namietna kontemplacja Swia-
ta miata charakter intelektualny i prowadzila do wiedzy matema-
tycznejt. W matematyce pragnal Russell odnalezé przede wszyst-
kim pewnosé, a idealny Swiat bytéw matematycznych byt gwaran-
tem tej pewnosci.

Taki byt punkt wyjécia dtugiej i trudnej drogi filozoficznej mto-
dego Bertranda. Jak zazartowal, cho¢ nie bez racji, C. D. Broad,
Russell co kilka lat proponowal nowy system filozoficzny. Pierw-
sza zmiana w §wiatopogladzie, a raczej ,ontologiczna wycieczka’®
nastapita, gdy jako osiemnastolatek Russell przybyt do Cambrid-
ge i zaczal studiowaé ukochana matematyke. Za sprawg idealisty
McTaggarta spotkat si¢ z panujacym w Cambridge heglizmem, do
ktorego tez szybko przystal. W heglizmie Russell znalazl lekar-

3R. Monk, op. cit., s. 8.
4R. Monk, op. cit., s. 14.
SW autobiografii Russell pisze wlasnie o ,wycieczce” w strone heglizmu.
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stwo na pierwsze matematyczne paradoksy, ktére zachwialy jego
wiarg w matematyczng pewnos¢ — byly to paradoksy, jakie na-
potkal w geometriach nieeuklidesowych. Uwazal wtedy, ze to lek-
cewazenie filozofii (w domysle — dialektycznej) bylo Zrédltem po-
strzegania paradokséw matematycznych jako czego$, na co nie ma
miejsca w nauce. W filozofii Hegla wszystko (a w szczegdlnosci pa-
radoksy) bylo dopuszczalne, bo cata nauka stanowita wolny twér
ducha. Russell napisal: Przyjolem poglad Hegla, Ze Zadna sposrod
nauk nie jest catkiem prawdziwa, jako ze wszystkie zalezqg od pew-
nej abstrakcji, kazda zas abstrakcja prowadzi wezesniej czy poiniej
do sprzecznosc®. Tak zwana ,logika” heglowska bazowala wrecz
na sprzecznoéciach i przeciwienstwach, ktore miaty w procesie ko-
lejnych syntez znajdowaé swodj kres w Absolucie. Przyjety przez
Rusella monizm i idealizm, pod pewnymi wzgledami bliski pitago-
reizmowi, okazal sie znéw na dluzsza mete nie do utrzymania.

Jak Russell pisze w autobiografii, w jego zyciu byto wiele zmian
frontu, ale jedna prawdziwa rewolucja. Zdarzyla sie ona okoto ro-
ku 1900, kiedy to Russell porzucil neoheglizm, stat si¢ pluralista
i realista: Hegel i jego uczniowie mieli zwyczaj dowodzié, Ze czas,
przestrzen i materia to rzeczy niemozliwe. . . Przekonawszy sie, ze
argumentacja Hegla byla niestuszna, przechylilem sie na strone
przeciwng — zaczglem wierzyé w rzeczywistos¢ wszystkiego, cze-
go dowodem nie mozna obali¢, tzn. w punkty, chwile i czqsteczki
oraz w platoriskie uniwersalia” . Tak wiec $wiat Russella stal sie
nie tylko pluralistyczny, ale i obfity w réznego rodzaju byty. Rus-
sell zostal zwolennikiem pogladu, ze wszystko, czego istnienia nie
mozna obalié, jest rzeczywiste. Byl przeswiadczony, ze istnieja za-
rowno przedmioty fizyczne, jak i jakosci wtérne, oraz platonskie
istoty i liczby.

5B. Russell, Méj rozwdj filozoficzny, PWN, Warszawa 1971, s. 40.

"B. Russell, op. cit., s. 7. Russell pisze, ze zasadniczym krokiem byto odrzu-
cenie bradleyowskiej tzw. ,koncepcji stosunkéw wewnetrznych” i zastapienie
jej pluralistyczna, russellowska koncepcja ,stosunkéw zewnetrznych” (B. Rus-
sell, op. cit., ss. 56-59).
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Ewolucja, jaka dokonywala sie w pogladach Russella po plu-
ralistycznym przetomie, polegata na stopniowej eliminacji kolej-
nych kategorii bytéw, czyli na konsekwentnym stosowaniu ,,brzy-
twy Ockhama” w odniesieniu do coraz szerszego zakresu uzna-
wanych wczeéniej istnien. Nalezalo pozby¢ sie wszystkiego, na co
zdrowy rozsadek nie moégt sie zgodzié, a wiec przede wszystkim
sprzecznodci i paradokséw.

Rownocze$nie Russell nadal poszukiwal w matematyce pewno-
$ci i dazyl do jej ugruntowania jako wiedzy niezawodnej. Heglizm
zawi6dl, wobec czego nowym punktem wyjscia badan Russella stal
sie program logicyzmu, zaproponowany przez Peano. Russell pi-
sal o nim bardzo entuzjastycznie: Jedno z najwiekszych zwyciestw
wspotczesnej matematyki polega na odkryciu, czym jest matema-
tyka. Cala czysta matematyka (...) zbudowana jest z kombinacji
prostych pojec logicznych, a ich twierdzenia da sie sprowadzi¢ do
ogolnych aksjomatow logiki przy uzyciu sylogizmow lub regul wy-
nikania logicznego®. W logice, ale nie dialektycznej — heglowskiej,
a w nowej logice formalnej, widzial wigc Russell gwarancje dla
pewnosci matematycznej. Gdyby udalo sie skonstruowaé idealny,
zaksjomatyzowany system matematyczny, oparty o niekwestiono-
wane prawa logiczne, okazaltoby sie, ze matematyka jest nie tylko
wolna od sprzecznosci, ale tez bezwzglednie prawdziwa®.

Przetomowym odkryciem, ktére zainspirowato Russella do re-
alizacji nowego programu, byl zaproponowany przez Peano system
aksjomatyczny, na ktérym mozna byto oprzeé¢ calg arytmetyke.
Russell pragnal rozwinaé¢ myél wloskiego myséliciela, redefiniujac
jego aksjomaty poprzez zastapienie liczb logicznym pojeciem kla-
sy. Dzigki temu matematyke mozna byloby uznaé¢ za dziat logiki
i uzasadnic jej pewno$¢ bez odwolywania sie do dialektyki heglow-
skiej, czy kantowskich form naocznosci. Istnienie klas, stanowiace
podstawe przyjetego programu, bylo dla Russella oczywistoscia

8B. Russell, op. cit., s. 30.
9B. Russell, op. cit., s. 35.
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zrozumiala intuicyjnie. Dlatego szokiem bylo odkrycie, ze za po-
jeciem klasy ukryte sa sprzecznosci.

Russell napotkal dwie takie sprzecznosci. Pierwsza odnalazt
w analizie nieskonczonosciowej Cantora. W pluralistycznym po-
dejsciu Russella najwigkszy istniejacy zbiér to po prostu zbiér
wszystkiego, co istnieje. Cantor podal jednak dowdd, zZe nie ist-
nieje najwiekszy zbiér. Zbioér liczb rzeczywistych nie jest bowiem
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, a ponadto kazdy zbior
potegowy (zbiér podzbioréw danego zbioru) jest liczniejszy od sa-
mego tego zbioru. Tym samym Cantor powotal do zycia cale pleja-
dy nieskonczonosci — abstrakcyjnych, konstruowalnych klas. Sam
Cantor nie moégt si¢ nadziwi¢ swoim odkryciom. Powiedzial po-
dobno: ,widze to, ale nie wierze¢”. Russell tez nie moégt poczatko-
wo przysta¢ na odkrycie Cantora. Przyjat go z wielkimi oporami
i przyznal w koncu, parafrazujac Hamleta, ze jest mniej rzeczy na
niebie i ziemi niz sie filozofom $nito'".

Druga sprzeczno$é¢ zwigzana z pojeciem klasy Lord Bertrand
odkryl sam, a zwiemy ja dzi$ ,paradoksem Russella”; paradok-
sem, przez ktéry, jak powiadal Peano, ,matematyka zachwiala
sie w swoich podstawach”. Dla zobrazowania, na czym polega,
rozpatrzmy wspomniana w zwiazku z dowodami Cantora klase
wszystkich klas. Jest to ciekawy obiekt, bo w przeciwienstwie do
wiekszosci klas, jest swoim wlasnym elementem. (Zbiér ludzi, na
przykiad, nie jest cztowiekiem, za to zbiér katalogdéw jest katalo-
giem.) A teraz zdefiniujmy pewna klase jako zawierajaca wszystkie
klasy, ktére nie sa swoimi elementami. Czy jest ona, czy nie jest
swoim wtasnym elementem? Odpowiedz nie jest oczywista, a co
gorsza prowadzi do antynomii. Jesli jest swoim wlasnym elemen-
tem, to przestaje by¢ klasa, ktora zawiera tylko klasy nie bedace
wlasnymi elementami. Jesli nie jest wlasnym elementem, to nie
zawiera wszystkich klas nie bedacych swoimi elementami i nie jest
zdefiniowang powyzej klasa.

108, Russell, op. cit., s. 44.
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Zaréwno paradoks liczb kardynalnych Cantora, jak i wlasny
paradoks, doprowadzity Russella do zmian pogladéw metafizycz-
nych — uznal, ze skoro pojecie klasy wikla nas w paradoksy, to
klasy nie sa rzeczami ,z tego $wiata” i nie mogg istnie¢. Redukcja
w pluralistycznym Swiecie nie nastapita z dnia na dzien, Russell
powoli, stopniowo robil ,czystki” w ontologii. ,,Principia Mathe-
matica” — dzieto, nad ktérym pracowal wraz z Alfredem Whitehe-
adem przez dziesie¢ lat — stanowily probe realizacji idei logicyzmu
i rozwiazywaly chwilowo paradoksy klas''. Ale redukcja matema-
tyki do logiki miata swoje konsekwencje, ktére Monk nazywa od-
rzuceniem ontologii i przyjeciem semantyki*?. Teraz Russell nie
pytal juz o to, co istnieje, a o to, o czym mozna sensownie moé-
wi¢. Tak komentuje filozof swoja nowsa strategie: Gdziekolwiek to
mozliwe byty wywnioskowane zastepowaé konstrukcjami logiczny-
mi'3. Odwrét od Pitagorasa przejawil sie najpierw w pozbyciu
sie bytow matematycznych, ktore odtad uznal Russell za logiczne
konstrukty.

Russell jest tworca tzw. teorii deskrypcji, ktora stata sie potez-
nym narzedziem redukcji metafizycznej. W swojej nowej, ,,seman-
tycznej” filozofii uznal Russell, Ze nie istnieje nic, co oznaczane
jest przez tzw. ,symbol niekompletny” 4. Symbol jest kompletny,
jedli istnieje jego znaczenie — istnieje przedmiot, ktéry on denotu-
je. Symbol jest niekompletny, jesli definiowany jest w zdaniu tylko
kontekstowo i mozemy sie go ,,pozby¢”, dokonujac rozkladu zda-
nia na logiczne atomy, na przyktad za pomoca teorii deskrypcji.
Symbolem niekompletnym jest na przyktad ,ztota gora” w zdaniu
»Zlota gbéra jest wysoka”. Za pomoca teorii deskrypcji ostatnie
zdanie mozna przedstawi¢ jako koniunkcje zdan: istnieje takie x,
ze: x jest ztote i x jest wysokie. Latwo zauwazy¢, twierdzit Rus-
sell, ze ,zlota géra” wcale nie musi niczego denotowaé i nie musi

HRozwigzywala je teoria typéw.

12B. Russell, op. cit., s.48.

13Cyt. za: F. Copleston, Historia filozofii, t. VIII, Lublin 1989, s. 323.

MTub: symbol niesamodzielny. Por. W. Marciszewski, Logika formalna,
PWN, Warszawa 1987, s. 63.
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istnie¢ zadne znaczenie tego wyrazenia. Russell uznal, ze wszyst-
ko, co jest rzekomo denotowane przez symbol niekompletny, musi
zniknaé z jego uniwersum.

Kolejne etapy bezlitosnego przerzedzenia ontologii to oglosze-
nie, ze klasy sa ,niekompletnymi symbolami”, a nastepnie, ze sa
nimi takze liczby, deskrypcje okreslone i sady zdaniowe. Istnie-
nie klasy jest w systemie logicznym odpowiednikiem prawdziwosci
(spelniania) funkcji zdaniowej. Sady zdaniowe uznawane byly po-
czatkowo przez Russella za rodzaj bytow abstrakcyjnych. Do od-
rzucenia tego pogladu zmusita go jednak analiza zdan fatszywych.
Lord Russell pisze: W przeszlosci vwazatem, ze istniejq sqdy zda-
niowe, ale dzi§ wydaje mi sie to nie do przyjecia. (...) Z tego, Ze
dwie osoby myslg, ze 242 jest pieé, nie moze wynikaé byt jakie-
gos miepojetego cienia, ktéry chwyta zdanie. Trudno mi przyjgc,
ze takie dziwadla krzgtajg sie kolo naszego Swiata, To, co nazy-
wam sgdem, w ogole nie jest czyms$ realnym. Uznanie sklada sie
z szerequ relacji miedzy umystem a skladnikami zdania'®. Nie ma
zadnego $wiata sadow (czy fregowskiego ,trzeciego krélestwa”) po-
miedzy umystem a Swiatem materialnym. Sady, tak jak deskrypcje
okreslone, sg tylko symbolami niekompletnymi.

Russell, dlugo wierny programowi redukcji matematyki do lo-
giki, powatpiewal powoli takze w podstawy tej drugiej. Pod wpty-
wem Wittgensteina zgodzit sie w koncu, ze przedmioty logiczne nie
istnieja. Dalej, po lekturze Traktatu logiczno—filozoficznego przy-
znal, ze logika i prawa myslenia dotyczg tylko symboli. Pozwalaja,
pisze Russell, stwierdzi¢, ze ,ten i tamten symbol znacza to sa-
mo”. Zaréwno zdania logiki, jak i matematyki to tautologie. Nie
mowig nic ani o ,tym”, ani o ,tamtym” Swiecie, a ten drugi, skoro
zbedny, nie istnieje. Oto jak smutno brzmia stowa komentujace
ostateczny efekt Russellowskiej zabawy z Ockhamowska brzytwa:

Pitagoras, a po nim Platon znali teorie matematyki, ktora byla
czarujgca 1 prosta. Uwazali, Ze matematyka zajmuje sie badaniem
liczb i Ze kazda liczba jest osobnym, odwiecznym przedmiotem, za-

5R. Monk, op. cit., s. 62.
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mieszkujgcym nadzmystowe niebo. Gdy bylem miody, wierzylem
w co$ podobnego, ale studia stopniowo rozwialy te zludzenia. Szu-
kanie liczb w niebie jest plonnym zajeciem (...). Wszystkie zdania
logiki © matematyki sq twierdzeniami na temat niewielkiej liczby
stow. Ten wniosek nalezatoby przyjec za epitafium dla Pitagora-
salf.

3. Godel, czyli odpowiedz platonika

Pare lat po tych antyplatonskich deklaracjach Russella ukazat
sie artykut Kurta Godla ,,O nierozstrzygalnych zdaniach «Prin-
cipia Mathematicay...”. Godel probowal sprowokowaé Russella
do dyskusji nad problemami filozofii matematyki i skloni¢ go do
powrotu na stanowisko platonskie. Russell nie odwazyl sie jednak
podjaé¢ wyzwania. By¢ moze wieloletnie zmagania sie¢ z matema-
tycznymi paradoksami pozwolilty mu juz tylko zajmowaé sie filo-
zofig polityczna. Uznaje sig¢, ze twierdzenia limitacyjne Godla sa
dowodem na niemozliwo$¢ przeprowadzenia programu logicyzmu,
proponowanego przez Russella, a takze ,gwozdziem do trumny”
programu Hilberta".

Biorac pod uwage wczesniejsze rozwazania, wydawaé by sie
moglo, ze twierdzenie o niezupeloéci Gédla moze prowadzi¢ tylko
w jednym kierunku — do totalnej destrukcji platonskiego $wiata by-
téw matematycznych. Nawet tak podstawowy dzial matematyki,
jakim jest arytmetyka liczb naturalnych, ma swoje ograniczenia.
Mimo to Godel utrzymal poglady, ktére porzucit Lord Russell — ze
swiat matematyki jest realnym swiatem, a jej zdania opisuja realna
rzeczywisto$é. Wizja ontologii matematyki Kurta Godla nie byta
tak dynamiczna, jak russellowska. Godel zasadniczo utrzymywal
swoje platonskie stanowisko. Ciekawa wydaje si¢ zatem nie tyle

16R. Monk, op. cit., s. 68.

“Programem Hilberta Godel nazwal dazenia Hilberta do sformalizowania
calej matematyki i znalezienia dowodéw niesprzecznosci dla powstatych w wy-
niku tego systeméw aksjomatycznych. Zob. Stownik uczonych, Horyzont, War-
szawa 2002, s. 281 (przyp. red.).
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chronologiczna relacja z ewolucji jego pogladow, ile proba logicz-
nej rekonstrukcji ich struktury.

Matematyka byla uprawiana przez Godla zawsze z punktu wi-
dzenia jego platonskiej metafizyki. Co wiecej, byt on przekonany,
ze tylko taka metafizyka jest gwarantem matematycznego poste-
pu. Poglad Godla streszczaja zdania: Prawdy matematyczne doty-
czq pojec, ktore tworzg obiektywng rzeczywisto$é, ktorej nie moze-
my tworzyé, a jedynie opisywac i postrzegac. Matematyka istnieje
w Swiecie idealnym, a o jej bytach mozna formulowac prawdziwe
zdania”. Swiat obiektéw matematycznych jest réwnie realny, jak
swiat bytow fizycznych. Podobnie, jak poznajemy przyrode, po-
znajemy i ,matematyczny raj”’. Zwroémy uwage, ze ,platonizm”
oznacza tu tyle, co swego rodzaju ,realizm”. W idealistycznym
systemie platonskim, rzeczywistos$é fizyczna w jaki$ sposob jest od-
biciem $wiata idei. Godel podkresla przede wszystkim to, ze obiek-
ty matematyczne istnieja niezaleznie od $wiata fizycznego i umy-
stow ludzkich (choé nie zaprzecza, ze pomiedzy $wiatem fizycznym
a matematycznym istnieja pewne, nawet ontyczne zwiazki).

Godel nie moze si¢ zgodzi¢ ani z konstruktywizmem, ani z psy-
chologizmem matematycznym. Matematyka nie jest naszym two-
rem, co najlepiej wida¢ po problemach, jakie przed nami stawia.

Gdyby zrodlem matematyki byt ludzki umyst, to nie potrafili-
bysmy powiedzieé, czego jeszcze nie wiemy. Tymczasem w ma-
tematyce istnieja nierozwiazywalne, a uswiadomione problemy.
Dziatalno$¢ matematyka podlega ograniczeniom, ktore nie powin-
ny by sie pojawié, gdyby byl twérca przedmiotu swych dociekan.
Gdybyémy byli konstruktorami matematyki, to nasze twory — ma-
tematyczne obiekty — nie moglyby posiadaé¢ nieznanych nam cech.
A tymczasem matematyka wciaz ujawnia nam nowe aspekty swo-
jej rzeczywistosci. Zalézmy na przyklad, ze liczby naturalne sa
naszym konstruktem. Aby dowies¢ pewnych twierdzen o nich, mu-
simy odwota¢ sie do pojecia ,zbioru liczb naturalnych”, a wiec do

7K. Wéjtowicz, Platonizm matematyczny, Biblos, Tarnéw 2002, s. 45.
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stworzenia nowego obiektu. Aby sie dowiedzie¢ czegos o wilasno-
Sciach obiektéw, trzeba najpierw stworzy¢ inne obiekty.

Godel twierdzi wiec, ze byty matematyczne muszg istnie¢, aby
matematyke w ogdle mozna bylo uprawiaé. Tworza pewna rze-
czywisto$¢, na ktéra nie mamy wplywu, a ktéra mozemy jedynie
niedoskonale opisywaé i badaé¢!®. Godel zdecydowanie odrzuca nie
tylko konstruktywizm, ale i wszelkie proby redukcji Swiata by-
tow matematycznych. Oto jak Godel krytykuje program logicy-
zmu przyjety w ,,Principia...”: Jest to jeden z przykladéw zmie-
rzajgcych do eliminowania zalozen dotyczgcych istnienia obiektow
poza danymi i zastepowania ich konstrukcjami opartymi na tych
danych. (...) Klasy i pojecia zredukowane w ten sposéb nie bedg
mialy wszystkich potrzebnych w matematyce wiasnosci. Wszystko
to jest dowodem, zZe matematyka i logika oparte sg na aksjoma-
tach posiadajgcych obiektywng tresé i nie da sie ich wyeliminowaé
przez wyjasnienie'®. Nie dziwi wiec, ze Godel moze poréwnaé upra-
wianie matematyki i fizyki. W jednej i drugiej dziedzinie chodzi
o poznawanie prawdy o obiektywnej rzeczywistosci. W wypadku
fizyki jest to prawda empiryczna. Prawda matematyczna wyni-
ka za$ z analizy pojeé, istniejacych obiektywnie i niezaleznie od
podmiotu. Takze w odniesieniu do matematycznego $wiata pojeé
mozna moéwié¢ o fakcie, prawdzie, obiekcie, ale tez i o bledzie, bo
nasza znajomos$é Swiata pojecé jest rownie ograniczona i niepeina,
co znajomosé swiata rzeczy?® . Godel odréznia przy tym matematy-
ke ,subiektywna” i ,obiektywna’. Matematyka subiektywna jest
zbiorem zdan dowodliwych. Matematyka obiektywna za$ zbiorem
zdan bezwzglednie prawdziwych i pelni role idei regulatywne;j”
dziatan matematyka.

BPpor. K. Godel, Collected works, Oxford Univeristy Press, Oxford 1995,
ss. 304-305 i K. Wéjtowicz, op. cit., s. 24.

19K. Godel, Russell’s mathematical logic. . ., s. 131.

20K. Godel, Some basic theorems on the fundations of mathematics and their
implications, [w:] Collected works, vol. 111, Oxford University Press, Oxford
1995, s. 321.
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Stanowisko Godla jest realistyczne w odniesieniu do catosci
matematyki — wlaczajac teorie mnogosci. Jednak punktem wyj-
Scia jest dla niego staba wersja realizmu — wiara w istnienie liczb
naturalnych. Metode Gédla da sie krétko ujaé tak: problemy teorii
liczb winny by¢ rozstrzygniete. Jedli to konieczne dla ich rozwigza-
nia, trzeba sie odwotaé do silniejszych zatozen egzystencjalnych
o istnieniu obiektéw innych niz te, o ktérych mowa w dowodzie. Za-
cytujmy samego Godla: w zamian znaleZliSmy nieskonczenie wiele
systemow, i jakikolwiek system bysmy nie wybrali z tej mieskon-
czonosct, zawsze jest jakis silniejszy, tj. taki, ktérego aksjomaty sq
silniejsze®! . Tak Godel dochodzi do silnej wersji platonizmu mate-
matycznego.

Przyjrzyjmy sie teraz, jak uzasadnia Godel te mozliwosé nie-
skonczonego rozszerzania uniwersum matematycznego: Konstru-
owanie coraz wyzszych szczebli jest konieczne do dowodzenia twier-
dzen dotyczgcych nawet stosunkowo prostej struktury, a mianowi-
cie twierdzen arytmetycznych. Istniejg zadania arytmetyczne, kto-
re mogq by¢ udowodnione tylko metodami analitycznymi, a nawet
przez zastosowanie metod, w ktorych odwolujemy sie do bardzo du-
Zych nieskonczonych liczb kardynalnych i podobnych rzeczy*?.

Rozpoczynamy od stwierdzenia najbardziej oczywistego faktu
— istnienia liczb naturalnych. Podobnie, jak Russella, Gédla ujmo-
wala peanowska koncepcja aksjomatyzacji arytmetyki i ugrunto-
wania pozostalych dziedzin na tej podstawie. Arytmetyka Peano
nie odwoluje sie¢ do poje¢ wobec niej ,zewnetrznych”. (Jak pa-
mietamy, Russell pragnal ja ugruntowaé¢ w oparciu o logike, na co
Godel nie chciatl sie zgodzié). Ale, jak wykazuje Godel, érodki aryt-
metyki Peano nie sg wystarczajace dla rozstrzygniecia wszystkich
probleméw teorioliczbowych, jakie wystepuja w tej arytmetyza-
cji?%. Ten problem, na mocy przekonania o obiektywnym istnieniu

21K. Godel, The Present Situation in Fundations of Mathematics, [w:] Col-
lected Works, vol. 111, Oxford 1995, s. 47.

22K. Godel, The Present Situation. .., s. 48.

B Dowodza tego twierdzenia limitacyjne Godla.
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obiektow matematycznych, musi by¢ rozstrzygalny na gruncie sa-
mej matematyki — wystarczy tylko ,odkry¢” rozwigzanie. W ten
sposob dochodzimy do koniecznosci sformutowania mocniejszych
zalozen, zbudowania mocniejszej teorii, czyli przyjecia mocniejszej
ontologii. W nowym matematycznym uniwersum sytuacja powto-
rzy sie. Nadal beda istnie¢ problemy nierozstrzygalne. I znowu
nierozstrzygalne zdania skonstruowane tutaj (w danym systemie)
stana sie rozstrzygalne, gdy zostana zastosowane stosowne wyzsze
typy. ChcieliSmy znalez¢ formalny system matematyki.

Przedmiotem matematyki jest obiektywnie istniejacy swiat po-
jeé, a uprawianie filozofii matematyki polega przede wszystkim na
ich analizie. Co za tym idzie, matematyka bazuje na prawdach
analitycznych, a nie syntetycznych. To rézni ja od nauk empi-
rycznych. Ale zdania matematyki, mimo ze analityczne, nie sa
tautologiami w takim sensie, jak chcial tego za Wittgensteinem
Russell. Godel wyréznia dwa znaczenia analitycznosci. Zgodnie
z pierwszym, zdania analityczne to, owszem, po prostu tautolo-
gie nie posiadajace zadnego znaczenia poza tym, ze wyznaczaja
pewne struktury. W mys$l drugiego, zdania analityczne odwotuja
sie do realnie istniejacej tresci poje¢. Moze sie wiec zdarzyé, ze
zdania analityczne sa nierozstrzygalne, jesli nasza (subiektywna)
matematyka nie ,,dotyka” w doskonalym stopniu Swiata matema-
tyki obiektywnej. Matematyke i jej prawdy mozna zatem odkrywac
niezaleznie od tego, jak odkrywamy $wiat materialny i niewazne,
czy mozna ja do niego stosowaé. Jesli wigec analiza poje¢ matema-
tycznych prowadzi do koniecznosci odwotania sie do silniejszych
zalozen ontologicznych, to trzeba takie zalozenia poczynié¢. Mate-
matyka jest rajem niezbadanym dotychczas i pewnie niemozliwym
do zglebienia nigdy.

4. Kilka wnioskow

Sprobujmy podsumowaé wyniki naszych analiz i wskaza¢ na
podstawowe roznice w pogladach obu bohateréow. Jak wykazata
nawet ta do$¢ pobiezna analiza pogladéw Russella i Godla, u obu
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filozoféw istnieje silny zwiazek pomiedzy uprawiang przez nich ma-
tematyka a ich $wiatopogladem filozoficznym, a szczegdlnie prze-
konaniami ontologicznymi. Obaj byli matematykami. Ale obaj nie
oddzielali swej naukowej dziatalnosci od swych przekonan. Ogni-
wem posredniczacym pomiedzy wynikami uzyskiwanymi w nauce
a $wiatopogladem jest filozoficzna refleksja nad dziedzing badan.
Przyjrzyjmy sie zatem, jak Russell i Godel rozumieja filozofie ma-
tematyki.

Russell we ,,Wstepie do filozofii matematyki” pisze, ze omawia-
nych tam spraw nie mozna objgé mianem filozofii, cho¢ wchodzity
one dawniej w jej zakres, poniewaz wiedza na ich temat byta nie-
wystarczajgca. Np. nieskonczono$é i ciggtosé byly niegdys przed-
miotem filozofii, a dzi§ nalezq do matematyki®*. Russell uwaza,
ze ,przejscie” do matematyki takich zagadnien, jak te wynikajace
np. z paradokséw ruchu, nastgpito na skutek powiekszenia sie wie-
dzy na ich temat. A jednak matematyka nadal potrzebuje filozofii.
Nie wszystkie zagadnienia matematyczne sa rozwigzane, a zatem
wciaz szuka ona swego uzasadnienia i ugruntowania. Russell ocze-
kiwal od filozofii matematyki, Ze zajmie sie zagadnieniami z po-
granicza wiedzy, co do ktorych pewno$é nie zostala jeszcze o0sig-
gnieta®®. Filozofia matematyki w ujeciu Lorda Russella zajmuje
sie wiec uzasadnianiem swojego przedmiotu, ugruntowaniem
jej oraz powigzaniem matematyki z ,pograniczem”, czyli innymi
dziedzinami myslenia.

Inaczej przedstawia sie koncepcja filozofii matematyki Kurta
Godla. Filozofia matematyki to nie tyle ugruntowywanie jej pod-
staw i jej uzasadnianie, co analiza jej poje¢; analiza pojec jest cen-
tralnym zagadnieniem filozofii. Nauka tylko zestawia pojecia i ich
nie analizuje. (...) Nie chodzi tu o analizy lingwistyczne, a o ana-
lizowanie na glebokim poziomie?®. Prawdy matematyczne dotycza
pojeé, ktore tworza obiektywna rzeczywistosé, dlatego nie trzeba

2B, Russell, Wstep do filozofii matematyki, Warszawa 1958, s. 5.
2B, Russell , Wstep. .., s. 8.
26Cyt. za: H. Wang, A logical journey, Massachusetts 1996, s. 237.
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badaé jej zwiazkdéw z tym, co ,na zewnatrz” matematycznego $wia-
ta. Wystarczy w filozofii matematyki poruszaé¢ si¢ wewnatrz mate-
matycznego uniwersum. Tego uniwersum nie mozemy tworzyc ani
zmieniaé, a jedynie postrzegac i opisywac®’. Filozofia matematyki
Godla nie zajmuje sie wiec jej zwigzkami z russellowskim ,pogra-
niczem”. Matematyka jest dziedzing samodzielng, a filozofia moze
stuzy¢ za narzedzie do analizowania jej wewnetrznych zagadnien.
Matematyka nie potrzebuje ugruntowania i uzasadniania swych
podstaw, bo tworzy tak obiektywng rzeczywisto$é, jak otaczajacy
nas fizyczny $wiat.

To zestawienie kaze sie domysla¢ powodow, dla ktorych Rus-
sell musial porzucié¢ platonska ontologie, a Godel przy niej pozo-
stal. U Godla przekonania ontologiczne implikowaly metodologie.
Zaltozenie o obiektywnym istnieniu matematycznych obiektéw sta-
nowilo uzasadnienie stosowanych metod. U Russella odwrotnie, to
ze stosowanych metod wynika ontologia swiata. Kolejne eliminacje
matematycznych ,podstaw” wynikly z przyjetej koncepcji ugrun-
towania matematyki na logice, redukcji logistycznej.

Tym, co chcial osiagnaé¢ Russell w filozofii matematyki, byta
pewno$é. Dlatego sprzecznosci i paradoksy zamykaly przed nim
kolejne obszary jego idealnego swiata. Godel nie liczyt, ze uda mu
sie uzyskaé¢ pewno$¢ w poznaniu matematycznej rzeczywistosci.
Dazyt jedynie do coraz lepszego, choé wciaz niedoskonalego jej
zglebienia.

Dlatego matematyczne problemy otwieraly przed nim nieznane
Sciezki do nowych potaci matematycznej rzeczywistosci. Russell
wciaz rewidowal swojg ontologie tak, by pozby¢ sie sprzecznosci.
Godel, akceptujagc problemy jako dobrze postawione, szukal dla
nich rozwigzania w samej matematyce, pozostajac w granicach jej
kroélestwa.

2TGodel, Some basic theorems. . ., s. 320.



