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Hilbert a (Godel: prawda i dowéod
w matematyce!

Od czaséw najdawniejszych matematyka uznawana byla za
wiedze pewng i niepodwazalna, a jej twierdzenia za bezwzgled-
nie prawdziwe. Wraz z logika stanowita wzorzec pewnoéci dla in-
nych nauk. O ile mozna byto watpi¢ w wyniki nauk empirycznych
i w $wiadectwa zmysléw, o tyle matematyka wydawala sie wolna
od tego typu problemoéw. Byla zawsze, dzieki oczywistosci swoich
twierdzen, idealem epistemologicznym.

Co decyduje o tym, ze przekonania o prawdziwosci zdan mate-
matycznych wydaja sie pewniejsze niz wszystkie inne? Przyjmijmy
ze ,pewne” znaczy tyle, co ,dobrze uzasadnione”. Matematyczne
twierdzenia wydaja sie ugruntowane tak dobrze, gdyz uzasadnia
sie je w szczegdlny sposéb. Prawdy w matematyce zajmujg hono-
rowe miejsce w systemie naszych przekonan. Podczas, gdy nasze
wierzenia empiryczne — zZe ziemia jest okrggla, zZe rosliny wyrastajq
z nasion, ze ciezkie przedmioty spadajg — wszystkie sq potwierdzone
jedynie przez nagromadzenie empirycznych obserwacji czy ekspe-
rymentu, w matematyce osiggamy umitowany ideal oczywistosci:
mamy dowody?. Wydaje sie, ze to wlasnie specyficzny rodzaj do-
wodu w matematyce przyczynia sie do szczegdlnego statusu jej
prawd.

' Tytutowym zagadnieniem zainteresowaltam sie, uczestniczac w seminarium
»Logic and cognition” prowadzonym w roku 2003 na Uniwersytecie w Lipsku
przez prof. Ryszarda Wojcickiego. Panu Profesorowi bardzo dzigkuje za in-
spiracje. Dzigkuje takze Redakcji za cenne uwagi, ktére pozwolity mi uniknaé
wielu bledéw.

2Maddy [1997], s. 1.
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Celem niniejszego artykutu jest omdéwienie wzajemnej relacji
dowodu i prawdy w matematyce na kanwie zestawienia dokonan
matematycznych i pogladow filozoficznych dwdch postaci: Kurta
Godla i Davida Hilberta. W paragrafie pierwszym zarysuje pro-
blem dowodu w matematyce i przedstawie idee systemu zaksjo-
matyzowanego. Nastepnie opowiem o pozadanych cechach syste-
mow zaksjomatyzowanych w matematyce (przede wszystkim nie-
sprzecznosci) i o zastrzezeniach, jakie w XIX wieku pojawily sie co
do niesprzecznosci matematyki. Omdwie nastepnie program sfor-
mulowany przez Hilberta — matematyka, ktory wierzac w ideg do-
wodu formalnego, pragnal uratowaé¢ pewnosé matematyki przed
grozba pojawiajacych sie w jej podstawach antynomii. W paragra-
fie trzecim opisze stynne twierdzenia Godla o niezupelnosci i ich
konsekwencje dla programu Hilberta. Kolejnym krokiem bedzie
préba analizy pogladéw filozoficznych Hilberta i Godla, ktére, jak
pokaze, mialy wplyw na ich prace nad podstawami matematy-
ki, ich koncepcje dowodu oraz matematycznej prawdy. W koncu
omoéwie konsekwencje, jakie przedstawione zagadnienia maja dla
relacji prawdy i dowodu w matematyce.

1. Calculemus !

W XIII wieku filozof Raimond Lullus napisal: pojetno$é chce,
aby rozmaite zasady zostaly ze sobq zhierarchizowane, sklasyfiko-
wane, a poza tym sprowadzone do regqul; azeby rozumienie praw-
dy w kazdej kolejnej nauce dato pewnosé, ze mozna przyswoic so-
bie inne nauki3. Lullus wierzyl, ze da sie zbudowaé¢ uniwersalna
i pewng nauke oparta na logice i matematyce. W ramach takiej,
obejmujacej wszystkie dziedziny wiedzy mathesis universalis, kaz-
da prawde mozna byloby ustali¢ po prostu za pomocg obliczen,
a wrecz manipulacji symbolami. Idea Lullusa, z poczatku zapo-
mniana, odzyla w filozofii G. Leibniza. Ten siedemnastowieczny
filozof i matematyk wierzyl, ze wszelkie problemy (nawet spory

3Cyt. za: Minois [1995], s. 202.
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filozoficzne) mozna rozwiazaé, przeksztalcajac argumenty w ciagi
matematycznych symboli i dokonujac stosownych obliczen. Sadzit
nawet, ze mozna zbudowaé maszyne rozstrzygajaca o prawdziwosci
twierdzen, gdyz w zasadzie utozsamial rozumowanie ze — Swiado-
mym lub nieswiadomym — obliczaniem. Stad jego stynne wezwanie:
., Calculemus!”

Geneza marzenia o zbudowaniu uniwersalnej nauki w oparciu
o zasady matematyczno—logiczne wydaje sie oczywista. Kuszaca
jest mysl, ze w kazdej dziedzinie mozna osiagnaé taka pewnosé, ja-
ka wystepuje w naukach dedukcyjnych. Aby wytlumaczy¢ fenomen
tej pewnoéci, wyobrazmy sobie, ze kto$ pyta nas, czy prawdziwe
jest nastepujace zdanie matematyczne:

24+2=4 (1)

Tym, co sprawia, ze bez chwili watpienia zgadzamy sie nazwadé
je prawdziwym, jest narzucajaca sie oczywistosé zapisanego za je-
go pomoca rachunku (zakladamy naturalnie rozumienie symboli
uzytych w jego zapisie). A teraz zal6zmy, ze kto$ pyta, czy zdanie:

27463284672 4 57294625 = 2803679297 (2)

jest prawdziwe. Niewatpliwie nasza odpowiedz nie bedzie tak
szybka, jak w pierwszym wypadku. Kazdy jednak, kto przeszedi
w szkole kurs arytmetyki, potrafi znalez¢ odpowiedz na zadane py-
tanie przy pomocy kawalka kartki i oléwka — stosujac sie do zasad
pisemnego dodawania. Po zapisaniu kilku symboli na kartce uzy-
ska¢ mozna odpowiedz niemal tak pewna, jak odpowiedZ na pyta-
nie pierwsze. Na lekcjach matematyki nauczyliémy sie bowiem nie-
zawodnej metody rozwiazywania tego typu matematycznych pro-
bleméw. Potrafimy, za pomoca dajacych sie ujaé¢ algorytmicznie
kilku prostych czynnosci, doda¢ do siebie kazde dwie liczby cal-
kowite. Tym samym znamy procedure pozwalajace rozstrzygnaé,
czy zdania arytmetyczne tego typu sa prawdziwe. Do rozstrzygnie-
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cia prawdziwosci (2) wystarczy umiejetno$é¢ dodawania w zakresie
liczb 1 — 9 i odpowiedniego operowania symbolami.

Czynnosci wykonywane przy dodawaniu pisemnym mozna na-
zwaé ,dowodzeniem” zdania (2). Pewnos¢ tego dowodu bierze si¢
stad, iz procedura, ktéra stosujemy, jest niezawodna. Dowdéd w ma-
tematyce nie zawsze jednak opieral sie na tak Scisle okreslonych
zasadach, z jakimi mamy do czynienia w dzialaniach arytmetycz-
nych. Poczatkowo zbiér zdan matematycznych nie mial Zadnego
strukturalnego porzqdku. Zdanie jakies uznawano za proawdziwe al-
bo dlatego, ze wydawato sie intuicyjnie oczywiste, albo dlatego, ze
zostato udowodnione na podstawie innych, intuicyjnie oczywistych
zdan, czyli dlatego, Ze na podstawie innego intuicyjnie prawdziwego
rozumowania okazalo sie ono konsekwencjg logiczng innych zdan?®.
Matematyk musial po prostu, w taki czy inny sposéb, «przekonaéy
spotecznosé uczonych, ze teza przez niego dowodzona jest prawdzi-
wa. Dowdd taki mozna nazwaé¢ dowodem ,w sensie psychologicz-
nym”%. Budzil on szereg zastrzezen ze wzgledu na obecne w nim
elementy subiektywne, ktére matematycy prébowali usunac.

Wzorem dla ulepszonej teorii dowodu stata sie metoda dowo-
dzenia zastosowana w ,Elementach” Euklidesa. Z tego dzieta —
jak uwaza wielu, najwickszego osiagniecia matematyki starozytnej
— wywies¢ mozna dwie podstawowe zasady nauk dedukcyjnych.
Po pierwsze — budowanie systemu naukowego nalezy rozpoczaé
od wymienienia pewnej malej iloéci zdan, zwanych aksjomatami,
uznanych za prawdziwe bez zadnego dowodu. Po drugie — nie
mozna uznaé za prawdziwe zadnych innych zdan, jesli nie zdola
sie ich udowodni¢ odwotujac sie do aksjomatéw i innych, juz do-
wiedzionych zdan, postugujac sie mechanizmem logicznym. W celu
rozszerzenia ideatu Euklidesowego dowodu z geometrii na catg ma-

40soby lepiej ,wyposazone” poradza sobie jeszcze szybciej przy pomocy
kalkulatora lub komputera. Fakt, ze komputer moze poméc w odpowiedzi na to
pytanie, $wiadczy o istnieniu algorytmu pozwalajacego na sprawdzenie owego
obliczenia.

*Tarski [1995] s. 319 — 320.

Por. m. in. Tarski [1995], s. 322 oraz Czezowski [1965].
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tematyke, nalezalo wiec i w tej ostatniej wprowadzi¢ podzial na
dwie klasy zdan: tych, ktére nie sa dowodzone (aksjomatéw), oraz
tych wymagajacych dowodu. Rozwdj tworzonych w ten sposéb
tzw. systeméw aksjomatycznych polegal na stopniowym ograni-
czaniu liczby zdan pierwszej klasy, a rozszerzaniu klasy drugie;j.
Im mniejsza liczbe bardziej oczywistych podstaw ma nauka, tym
wydaje si¢ lepiej uprawomocniona.

W XIX wieku, za sprawa G. Fregego, wyksztalcito sie specy-
ficzne pojecie dowodu w matematyce (czy szerzej w naukach de-
dukcyjnych) — pojecie dowodu formalnego, ktére miato zastapié
stare, nieostre pojecie dowodu psychologicznego. Sprecyzujmy, na
czym polega jego specyfika. Przez ,system formalny” rozumiemy
system (jezyk?), ktory spelnia nastepujace warunki: (a) posiada
dobrze zdefiniowany stownik uzywanych w nim symboli oraz (b)
okresla Scisle sposéb tworzenia za ich pomoca poprawnych wyra-
zen (reguly formowania). W dalszej kolejnosci (¢) pewne z tych
wyrazen uznane zostaja za aksjomaty, oraz (d) podaje sie tzw.
reguly inferencji (dowodzenia), pozwalajace ze zdan juz uznanych
wyprowadzaé dalsze twierdzenia systemu (np. modus ponendo po-
nens). Przez ,dowéd formalny” w takim systemie rozumie si¢ ciag
zdan lub formut zdaniowych, ktory zawiera: wyrazenia przyjete ja-
ko aksjomaty, wyrazenia otrzymane z aksjomatéw w wyniku ich
przeksztaltcen zgodnie z regutami dedukcyjnymi; dalej ewentualnie
wyrazenia powstale z przeksztalcenn poprzednich wyrazen. Ostat-
nim zdaniem w ciggu jest zdanie dowodzone” .

W dowodzie formalnym poszczegdlne twierdzenia sa wyrazone
w jezyku sformalizowanym — za pomoca $cisle okreslonego zbio-
ru symboli, a stosowane w nim dyrektywy dowodowe sa dyrekty-
wami strukturalnymi. Dowody formalne sprowadzaja sie wiec do
przeksztalcen napiséw wykonywanych wedlug zasad okreslonych
przez system. W praktyce mozna postugiwaé sie nimi abstrahujac
od znaczen stosowanych w nich symboli, a znalezienie dowodu for-
malnego dla dowolnej dobrze zbudowanej formuty okazuje sie spra-

"Por. Marciszewski [1998], s. 24.



Hilbert a Gédel: prawda i dowod w matematyce — 43

wa kombinowania symboli. Dowodzac formalnie matematycznego
twierdzenia, mozemy dziata¢ w mechaniczny sposéb — szukamy do-
zwolonego przez reguty dowodzenia «przejscia» od aksjomatow do
dowodzonej formuty. Ten nowy, formalny typ dowodu mial swoje
wady i zalety. Z jednej strony, dzieki wyeliminowaniu metod intu-
icyjnych w dowodzeniu twierdzen, nowa teoria dowodu zapewniala
intersubiektywnos¢ kontroli jego przebiegu. Dlatego pojecie dowo-
du formalnego wydawalo sie poczatkowo triumfem logiki i mate-
matyki. Z drugiej jednak strony, rozumienie dowodu jako ciggu
symboli kléci sie z naszymi intuicjami: niczego tam si¢ bowiem
nie «dowodzi». Zauwazmy, ze w dowodzie formalnym zdanie praw-
dziwe to zdanie bedace mechanicznie wywiedziona konsekwencja
przyjetych aksjomatow. Czy jednak pojeciem konsekwencji da sie
zastapi¢ pojecie prawdy?

Teorie wyposazong w aksjomaty i w pojecie dowodu nazywamy
wsformalizowang”. Zastanéwmy sie teraz, jakie sa pozadane cechy
takiej teorii, powracajac w tym celu jeszcze raz do rozpatrzonego
przyktadu zdania (2). Zalézmy, ze nasze pisemne dodawanie wyka-
zalo, iz zdanie (2) jest prawdziwe. Jednakze w celu upewnienia sie
co do naszej odpowiedzi, wykonujemy obliczenia jeszcze raz. Tym
razem nasze obliczenia prowadza do wniosku, ze zdanie (2) nie jest
prawdziwe. Co robimy? Przypuszczalnie wickszosé z nas zdecydu-
je sie jeszcze raz wykonaé obliczenia, sadzac, ze za ktéryms razem
w rachunki wkradt sie btad. Dlaczego jednak obliczenia nie moga
prowadzi¢ do réznych wynikéw? Dlaczego wynik dodawania dwdch
takich samych liczb nie moze raz by¢ taki, a raz inny? Powodem
jest tzw. zasada niesprzecznosci. Dwa zdania nawzajem ze sobg
sprzeczne nie moga by¢ rownoczesnie prawdziwe. 2 + 2 zawsze jest
rowne 4. Nie moze zdarzy¢ sie, ze wynik wynosi raz 4, a raz 5.

Dobra teoria zaksjomatyzowana nie powinna dopuszczaé, by
z jej aksjomatow dalo sie wywies¢ dwa zdania ze sobg sprzeczne.
Nie jest to jednak jedyna pozadana jej cecha. Jesli dowdd formalny
mialby by¢ jedyna metoda dowodzenia prawdziwosci zdan w da-
nym w systemie, nalezaloby jeszcze pokazaé, ze za jego pomoca
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mozna o kazdym zdaniu rozstrzygnaé, czy jest prawdziwe, czy nie.
Inaczej mowiac, powinien istnie¢ dowdd formalny dla kazdego zda-
nia prawdziwego w systemie. Wilasnos¢ dowodliwoéci wszystkich

prawd danego systemu nazywa sie ,petnoscia’®.

2. Wir wollen wissen czyli program Hilberta

Niesprzecznos¢ jest, jak uwaza wielu, podstawowsq zasada ludz-
kiego myslenia i dlatego na sprzecznoéci w najpewniejszej z nauk
— matematyce — nie mozna sie zgodzi¢. Tymczasem w XIX wie-
ku pojawily sie w matematyce paradoksy (antynomie), stawiajace
niesprzeczno$¢ matematyki pod znakiem zapytania. ,,Antynomia-
mi” nazywa sie rozumowania, ktére wydaja sie poprawne, ale ktore
prowadzg do sprzecznosci. Powoduja, ze w ramach jednego syste-
mu formalnego dowodliwe sg dwie tezy o postaci ,,A” i ,—A”. An-
tynomie pojawily sie w dziewigtnastowiecznej matematyce gtéwnie
za sprawg, Cantorowskiej teorii mnogosci. Przykladami sa np. pa-
radoks zbioru wszystkich zbioré6w Cantora i antynomia Russella.
Matematycy i filozofowie matematyki prébowali sie pozby¢ para-
dokséw ze swojej dziedziny. Przeciez — jako sprzeczna — matema-
tyka przestawala by¢ pewna i niepodwazalna. Na dodatek teoria
zawierajaca sprzecznosci, dzieki zasadzie ex contradictione quodli-
bet, pozwala na udowodnienie kazdej tezy. Stad dajacy sie zaob-
serwowaé na przetomie XIX i XX stulecia wzrost zainteresowania
problemami podstaw matematyki i liczne pomysly na to, jak z niej
usung¢ niepozadane paradoksy.

Na ogél méwi sie o trzech gléwnych programach, rewiduja-
cych podstawy matematyki. Logicysci (jak G. Frege i przez pe-

8Nalezy tu zwrécié uwage na rozréznienie miedzy ,petnoscia” systemu,
i dwoma rodzajami jego ,zupelnosci”. Pierwsze pojecie jest semantyczne, dwa
dalsze — syntaktyczne. System jest (semantytcznie) pelny, jesli wszystkie twier-
dzenia, ktére sa w nim prawdziwe, sg w nim tez dowodliwe. System jest zupel-
nyl, gdy z dwdch formul o postaci A oraz (A co najmniej jedna jest twierdze-
niem systemu. Jest za$ zupelny2 (zupelny w sensie Posta), gdy kazda formuta
niedowodliwa w tym systemie po dolaczeniu do aksjomatow czyni te teorie
sprzeczna. (Por. Marciszewski [1987], s. 32 — 33).
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wien czas B. Russell) wierzyli, ze da sie sprowadzi¢ matematyke
do logiki i w ten sposéb przywrdcié¢ jej miano wiedzy pewnej. Tak
zwani intuicjonisci (np. L. Brouwer) postulowali pozbycie si¢ para-
dokséw poprzez ograniczenie dziedziny dociekan matematycznych
i usuniecie z niej wszystkich tzw. elementéw niekonstruowalnych,
do ktorych nalezaly wedlug nich m.in. pojawiajace sie w teorii
Cantora nieskonczonoéci. Trzecim pomystem na usuniecie antyno-
mii i odzyskanie pewnosci matematyki byl sformutowany w latach
dwudziestych XX wieku program Hilberta. Przeciwstawiajac sie
pomystom intuicjonistéw, ten wybitny matematyk wypowiedziat
swoje stynne zdanie: Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaf-
fen hat, soll uns niemand vertreiben kénnen®. David Hilbert byt
«rasowymy matematykiem i sadzil, ze pozbycie si¢ tak dobrego
narzedzia w rekach matematykéw, jakim okazala si¢ teoria mmno-
gosci, byloby niepotrzebnym ograniczeniem w ich pracy. Uwazal,
ze nie mozna po prostu pozby¢ sie wszystkiego, co sprawia trud-
nos¢ i trzeba raczej prébowaé uprawomocnienia stosowania metod
nieskonczonosciowych. Zadaniem, jakie Hilbert postawil matema-
tykom w swoim programie, bylo uzasadnienie catej matematyki,
tacznie z jej czescia infinitystyczna. Jego strategia obejmowata kil-
ka etapéw. Po pierwsze, uwazal, nalezato (1) wydzieli¢ cze$¢ mate-
matyki, ktéra «nie sprawia klopotéwy, nie generuje paradoksdw.
Hilbert sadzit, ze ta czeScig matematyki jest jej czesé finitystyczna.
Nastepnym krokiem miata by¢ (2) rekonstrukcja calej matematy-
ki (takze owej infinitystycznej, «klopotliwej») w jednym systemie
formalnym. W koncu nalezalo (3) dowiesé niesprzecznosci tego sys-
temu przy pomocy metod finitystycznych. Przyjrzyjmy sie nieco
blizej tym krokom.

Na czym opiera sie finitystyczna cze$¢ matematyki ,nie bu-
dzaca zastrzezen”? Wedhug Hilberta jest to matematyka moéwigca
o wielko$ciach dyskretnych — takich, jak liczby naturalne'®. Duza

“Nikt nie powinien nas wypedzaé z raju, do ktérego wprowadzil nas Cantor.
07Zaznaczmy, e czesto zwraca sie uwage na fakt, iz Hilbert nigdy nie spre-
cyzowal wyraznie, co znaczy ,finitystyczny”
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role w formutowaniu finitystycznego programu odegrata aksjoma-
tyzacja arytmetyki dokonana przez Giuseppe Peano. Definiujac
liczby naturalne oraz charakteryzujac podstawowe dziatania przy
uzyciu jednej funkcji (nastepnika), Peano zbudowal system zawie-
rajacy zaledwie kilka aksjomatéw, stanowigcych podstawe calej
arytmetyki. Hilbertowi wydawalo sie, ze pokazujac zwiazki mie-
dzy matematyka finitystyczna a infinitystyczna, da si¢ dokonaé
uprawomocnienia stosowania metod wykorzystujacych cantorow-
skie nieskonczonosci. Z «raju cantorowskiego» nie trzeba by byto
wychodzié. Hilbert, wraz ze swoimi uczniami, postawit sobie taki
wtadnie cel — pokazaé niesprzecznos¢ matematyki finitystycznej,
a nastepnie, dzieki wykazaniu, ze rachunek nieskonczonosciowy
da sie wyprowadzi¢ ze skoniczonego, «rozciggnaéy» niesprzecznosé
i pelnosé na cala, takze infinitystyczna matematyke. Niesprzecz-
nosé¢ byla oczywiscie podstawowym postulatem kazdego systemu
matematycznego. Hilbert byt jednak takze przekonany, ze postu-
lowany przez niego duzy system formalny powinien cechowaé sie
takze zupelnoécia, czyli kazde jego twierdzenie lub jego negacja
powinno mieé formalny dowdd.

We wrzesniu 1930 roku w Krélewcu odbyla sie konferencja
z udzialem najwybitniejszych matematykéw tego czasu, na ktéd-
rej Hilbert jeszcze raz wylozyl swoj program. W trakcie tej samej
konferencji mtody matematyk, Kurt Godel, przedstawit jako wy-
nik swej pracy doktorskiej dowod pelnosci logiki pierwszego rzedu.
Dowiddl, ze kazde prawdziwe logicznie zdanie (tautologia) rachun-
ku predykatéw jest dowiedlne w rachunku predykatéw, czyli ze ist-
nieje dla niego formalny dowdd. Twierdzenie o petnosci Godla byto
etapem na drodze do realizacji programu Hilberta, po wczes$niej-
szym dowodzie pelnosci rachunku zdan Posta i Bernaysa. (Rachu-
nek pierwszego rzedu jest bowiem rachunkiem silniejszym, zawie-
rajacym w sobie rachunek zdan.) Hilbert oczekiwal tego wyniku,
o czym wspominal juz w 1928 roku w artykule o podstawach ma-
tematyki. Zaprezentowany dowdd pelnosci rachunku predykatow
byl bez watpienia wynikiem dajacym nadzieje na pelna realizacje
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programu Hilberta i wydawalo sie, ze autor programu finitystycz-
nego ma w Godlu «sprzymierzencay. W takim przes$wiadczeniu
Hilbert opuscit konferencje.

Tymczasem tuz przez zakonczeniem obrad Godel postanowil
przedstawi¢ jeszcze jeden swdj wynik, ktéry okazal sie jednym
z najbardziej zaskakujacych w matematyce. W powszechnym prze-
konaniu zapewnil on tez Godlowi tytul jednego z najwickszych
matematykow w historii. Godel, uzywajac srodkéw preferowanych
przez Hilberta, dowiddl, iz niesprzeczno$é¢ i petlno$é arytmetyki
liczb naturalnych nie moga zachodzi¢ réwnoczesnie, a dowodu nie-
sprzeczno$ci nie da sie przeprowadzi¢ w ramach systemu formal-
nego, zawierajacego w sobie arytmetyke liczb naturalnych. Jak sig
uwaza, twierdzenia Godla pozbawily Hilberta nadziei na pelng re-
alizacje programu.

Kilka dni po zakonczeniu konferencji w Kréolewcu Hilbert, nie
uswiadamiajac sobie jeszcze rangi odkrycia Godla, dal w wywia-
dzie radiowym wyraz swojemu matematycznemu optymizmowi,
moéwige: Wir miissen wissen, wir werden wissen''. Tymczasem
wynik Godla poddat drugi czton tego zdania w watpliwosc. . .

3. Ignorabimus. O dowodzie Godla'?

Celem Hilberta bylo wykazanie niesprzecznosci i pelnosci kla-
sycznej matematyki. Aby to osiaggnaé, nalezalo pokazaé, ze klasa
zdan prawdziwych w danym systemie formalnym jest identyczna
z klasa zdan dowodliwych w tym systemie. Inaczej méwiac, ze kaz-
de zdanie wywiedzione za pomoca regul dowodowych z aksjoma-
téw jest prawdziwe i odwrotnie — kazde zdanie prawdziwe posiada
dowdd formalny. Poniewaz aksjomaty «uznaje sie» za prawdziwe

UNMusimy wiedzieé¢, bedziemy wiedzieé.

12Niniejszy paragraf jest (z koniecznosci skrétowym) oméwieniem wyniku
Godla. Zdaje sobie sprawe, ze moze pojawi¢ sie w nim wiele niedomoéwien
i niejasnosci. Dokladniejsze, a réwnoczesnie klarowne (w moim przekonaniu)
omdéwienie twierdzen Godla mozna znalezé w: Dadaczyniski [2000] oraz Nagel
[1996].
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a reguly dowodzenia uwaza si¢ za poprawne reguly wyprowadza-
nia konsekwencji przyjetych aksjomatdw, jasne jest, ze klasa zdan
dowodliwych zawiera sie w klasie zdan prawdziwych'®. Azeby jed-
nak stwierdzi¢ identyczno$é owych dwoch zbioréw zdan, musiatoby
jeszcze zachodzi¢ zawieranie odwrotne: zbioru zdan prawdziwych
w zbiorze zdan dowodliwych. Z kolei aby udowodnié, ze owo dru-
gie zawieranie nie zachodzi, wystarczyloby wskaza¢ jedno zdanie
prawdziwe, a nie posiadajace dowodu. Zalozeniem i przekonaniem
matematykoéw byto, ze kazda prawda matematyczna musi mieé
dowdd, a dowodliwo$¢ mozna wrecz utozsami¢ z matematyczna
prawdziwoscia. Godel podal kontrprzyklad podwazajacy to moc-
ne zalozenie i odrzucil, wbrew powszechnym przekonaniom mate-
matykéw, utozsamienie dowodliwosci i prawdy'. W ramach aryt-
metyki opartej na aksjomatyce Peano i na niezawodnych regutach
inferencji pokazal, ze przy uzyciu takich srodkéw pewnych prawd
w matematyce dowies¢ nie mozna.

Twierdzenie Godla jest twierdzeniem metamatematycz-
nym, a dokladniej: metaarytmetycznym. Przez metamatematyke
(w wezszym tego stowa znaczeniu) rozumie sie zdania o matematy-
ce wyrazone za pomoca $rodkéw $cigle matematycznych!®. Azeby
dowie$¢ metaarytmetycznego twierdzenia w ramach danego syste-
mu (doktadniej — arytmetyki z Principia matematica Whiteheada
i Russela), Godel postuzyl sie procedura tzw. arytmetyzacji. Ko-
rzystajac z wlasnosci systemu sformalizowanego (z aksjomatami,

13Podwazenie tego zawierania wymagalaby albo podwazenia aksjomatéw
albo regul derywacji — czyli logiki. Mozna tak uczyni¢ — gdyz moéwi sie o pa-
radoksach logiki takich jak paradoks implikacji materialne;j.

14Godel musial bardzo ostroznie przeprowadzaé swéj dowdd, gdyz, jak po
latach napisal w liScie do Wanga, prawdziwo$¢ wydawala sie wéwczas podej-
rzana, a dowodliwosé — nie. (Por. Krajewski [2003], s. 190.)

5Por. Dadaczynski [2000], s. 15. Choé poczatki metamatematyki sigaja
wieku XIX, to w zasadzie dopiero dzigki szkole Hilberta idea méwienia o ma-
tematyce za pomoca samej matematyki nabrata wyrazniejszych ksztaltow. Po-
stulowane przez Hilberta dowiedzenie niesprzeczno$ci matematyki za pomoca
metod finitystycznych wymagato wlasnie matematycznego ujecia metamate-
matycznych zdan.
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regutami inferencji i pojeciem dowodu formalnego), Godel zna-
lazt sposéb na przedstawienie wszystkich zdan metaarytmetyki
w tejze arytmetyce. Znalazt procedure, ktéra pozwolita dowolne
zdanie metaarytmetyczne przedstawi¢ w postaci liczby naturalnej
— numeru Godlowskiego tej formutly. Przypomnijmy, ze jednym
z zalozen programu Hilberta bylo wykazanie niesprzecznosci ma-
tematyki za pomocg finitystycznych érodkéw dowodowych. Aryt-
metyzacja mogla stanowié¢ krok do realizacji tego postulatu.

Kazda liczba naturalna daje sie roztozy¢ na iloczyn liczb pierw-
szych. Korzystajac z tej wlasnosci Godel pokazal, ze kazda formute
metamatematyczng mozna przestawic¢ jako iloczyn poteg kolejnych
liczb pierwszych. Jak tego dokonal? Najpierw przypisal liczby na-
turalne wszystkim symbolom uzywanym w metaarytmetyce. Sta-
lym logicznym (takim, jak symbol implikacji, nawiasy, itp.) przy-
pisat Godel liczby 1 — 10. Zmiennym liczbowym — kolejne liczby
nieparzyste, poczawszy od 11. Zmiennym zdaniowym — kwadraty
owych kolejnych liczb nieparzystych, a predykatom — ich szedcia-
ny. Na przyktad kolejnym symbolom zdania 0 = 0 przypisane byly
liczby: 6, 5, 6. Numer Godlowski (g) tego zdania to iloczyn pierw-
szych trzech liczb pierwszych (bo zdanie zapisane jest za pomoca
trzech znakéw) podniesionych do poteg o wykladnikach 6, 5, 6,
czyli 26 % 3% % 55, co daje wynik 243000 000. Ta ostatnia liczba to
numer Godlowski wyjéciowej formuty.

Dzigki arytmetyzacji, kazdemu zdaniu metaarytmetyki moz-
na byto przypisa¢ w sposob jednoznaczny jego numer Godlowski,
a liczbe bedaca takim numerem jednoznacznie ,przettumaczy¢”
na formute metaarytmetyczna. Dzigki temu, ze Godlowi udato sig¢
wszystkim zdaniom metamatematyki przypisa¢ jakis element zbio-
ru liczb naturalnych, metamatematyke mozna byto wyrazi¢ w po-
staci relacji w zbiorze liczb naturalnych. Dzigki tak zarytmetyzo-
wanemu systemowi Godel przeprowadzil konstrukcje tzw. zdania
Godlowskiego. Przyjrzyjmy sie, na czym ona polegata.

Na poczatek zauwazmy, ze dowdd w sensie formalnym to po
prostu ciag formut i jako taki réwniez ma swéj numer Godlowski.
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Na dodatek musi istnie¢ SciSle matematyczna zalezno$é¢ miedzy
numerem dowodu a numerem zdania dowodzonego. Przeciez zda-
nie dowodzone jest ostatnim elementem ciggu dowodowego. Godel
oznacza relacje miedzy zdaniem a dowodem symbolem Dem(z,y),
co czytamy: ,x jest numerem Godlowskim ciggu formul stano-
wigcego dowdd formutly o numerze Gédlowskim y”. Zatem zdanie
Vr —Dem(x,y)” oznacza, ze dla kazdego numeru x, x nie jest
numerem Godlowskim dowodu formuty o numerze y. To zdanie,
«przettumaczone na metamatematyke», méwi, ze nie istnieje ciag
formut, stanowiagcy dowdd formutly o numerze y. Godel pokazatl,
ze w pewnym szczegdlnym przypadku zdania tego typu nie mozna
dowiesé, czyli ze JyVax —Dem(x,y). Skonstruowal taka formule v,
dla ktérej nie mozna dowieéé¢, czy ma ona dowdd, czy nie.

Kazdej formule, takze zawierajacej zmienne, da sie przypisaé
liczbe naturalna. Zauwazmy, ze w szczegdlnym wypadku mozna
w danej formule A w miejsce zmiennej liczbowej wstawié numer
Godlowski tejze formuly A. Niech numer Goédlowski formuty za-
wierajacej zmienng liczbowa wynosi y. Przez formule sub(y, 13, y)
Godel rozumial numer Godlowski zdania powstalego przez pod-
stawienie w formule o numerze Godlowskim y cyfr oznaczajacych
liczbe y zamiast zmiennej o numerze Godlowskim 136, Nowa, for-
mutla, powstala przez podstawienie za y w wyrazeniu sub(y, 13,y)
jakiej$ okreslonej liczby, takze posiada swdj numer Godlowski.

Powr6émy do formul stwierdzajacych niedowodliwo$é.
Formuta:

Vo —Dem(x, sub(y,13,y))

167 astosowany przez Godla zabieg mozna opisaé nastepujaco. Zalézmy, ze
dana jest formuta Jx(z = sy), méwiaca, ze istnieje nastepnik liczby y. Owa
formuta, jak kazda formuta metaarytmetyczna, posiada numer Godlowski. Na-
zwijmy go m. Poniewaz y jest w naszej formule zmienna liczbows (o numerze
Godlowskim 13), mozna zamiast niej wstawi¢ do owej formuty dowolna liczbe,
w szczegblnosci liczbe m. Owa nowa formuta takze posiada numer Gédlowski,
ktéry mozna opisaé: ,numer Godlowski formuty, ktéra otrzymuje si¢ z formuty
posiadajacej numer Gédlowski m przez wstawienie zamiast zmiennej o nume-
rze Godlowskim 13 cyfr oznaczajacych liczbe m”.



Hilbert a Gédel: prawda i dowod w matematyce — 01

wyrazona w arytmetyce, méwi, ze dla kazdego numeru z, x nie jest
dowodem formuly o numerze sub(y, 13,y). I to zdanie ma swéj nu-
mer Godlowski, ktéry da sie wyliczy¢. Przyjmijmy, ze ten numer
wynosi n. Mozemy teraz w formule sub(y, 13, y) wstawi¢ za zmien-
ng y liczbe n. Otrzymamy zdanie:

Vx —Dem(x, sub(n,13,n))

bedace wtasnie zdaniem zwanym od nazwiska swego twoércy

,zdaniem Godlowskim” (G). I ta formula ma sw6j numer
Godlowski. Chwila namystu wystarcza by stwierdzi¢, ze wynosi
on sub(n,13,n). Charakterystyczna cechg G jest to, ze odnosi sie
ono do samego siebie. « Mowi» mianowicie o sobie, ze nie jest do-
wodliwe.

Godel dowodzi nastepnie, ze G nie da sie dowiesé, czyli, ze
jest tak, jak G méwi. Przypomnijmy, ze z zalozenia konieczng
cecha systemu aksjomatycznego jest jego niesprzecznosé. Zdanie
Godlowskie méwi o sobie, ze nie jest dowodliwe. Zal6zmy, ze G da
sie udowodnié. Wéwczas jest tak, jak G mowi: ze G nie daje sie
udowodnié¢. Zatem, jesli datoby sie dowieé¢ G, to datoby sie réw-
niez dowies¢ zaprzeczenia tego zdania. Latwo pokazaé, ze jest tak-
ze odwrotnie: jesli =G jest dowodliwe, to dowodliwe jest takze G.
Mozliwo$¢ dowodu zdania Godlowskiego oznaczalaby wiec poja-
wienie sie w systemie sprzecznosci. Prowadzi to do wniosku, ze
o ile arytmetyka ma by¢ niesprzeczna, to musi by¢ niezupetnal”.

Jak dotad Godel pokazal, ze istnieja w arytmetyce zdania nie
posiadajace dowodu, o ktérych nie mozemy matematycznie orzec
ani prawdziwosci ani falszywosci. Sam fakt istnienia zdan niedo-
wodliwych (niezaleznych) nie bylby jeszcze moze grozny, gdyby nie

"Niedowodliwe zdanie wskazane przez Godla jest zdaniem metamatema-
tycznym, choé — dzieki zabiegowi arytmentyzacji — takze zdaniem matema-
tycznym. Warto tu jednak zaznaczy¢, ze udato si¢ znalezé inne zdania niedo-
wodliwe w systemie arytmetyki, ale juz o tresci «czysto—matematycznej» (czy
tez interesujacej z matematycznego punktu widzenia). Takie zdania odnalezli
J. Parris, L. Kirby oraz L. Harrington w latach siedemdzisiatych i osiemdzie-
sigtyh dwudziestego wieku. (Zob. Murawski [2000], ss. 110-118).
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to, ze zdanie GG, z metamatematycznego punktu widzenia, jest zda-
niem prawdziwym. Krajewski tak rekonstruuje metamatematycz-
ne rozumowanie stwierdzajace jego prawdziwosé: W trakcie dowo-
du twierdzenia Gdodla pokazalismy, ze G nie jest dowodliwe w S
(systemie aksjomatycznym), jesli S jest niesprzeczny. G stwierdza
jednak, ze jest niedowodliwe w S. A zatem jest tak, jak G mowi,
czyli G jest prawdziwe. Choé sam koncowy wniosek tego rozumo-
wania wyprowadzony jest .z zewnqgtrz systemu”, to wszystkie fakty
potrzebne do wyciggniecia wniosku o prawdziwosci G i poprawnosci
dowodu dajg sie wypowiedziec i dowiesé w ramach systemu. Dlate-
go watpliwosci co do prawdziwosci zdania Gédla rzadko pojawialy
sie wsréd matematykéw'S.

Whniosek, jaki mozna wyciagnaé z pierwszego twierdzenia
Godla brzmi: jedli arytmetyka jest niesprzeczna, jest niezupelna.
Nie ma dowodu dla wszystkich jej prawd, a zatem dowodliwosé
nie jest tozsama z prawdziwoécia. Cecha dowodliwosci jest zre-
latywizowana do konkretnego systemu, podczas gdy prawda ma-
tematyczna wydaje sie niezalezna od jakiego$ stworzonego przez
cztowieka uktadu aksjomatéw i regut. Na dodatek, trudnosci wska-
zanej przez Godla — czyli niedowodliwosci pewnych prawdziwych
twierdzen — nie da sie calkowicie usunaé¢ wprowadzajac nowe,
silniejsze aksjomaty. Twierdzenie Godla wykazuje niezupelnosé
wszystkich takich teorii, ktére dane sa efektywnie (czyli takich,
ktore posiadaja przeliczalny zbiér aksjomatéw i regul) oraz wy-
starczajaco bogatych, by dalo sie za ich pomocg wyrazié¢ arytme-
tyke liczb naturalnych. W kazdym takim systemie, mimo kolejnych
wzmocnien, pojawia si¢ bowiem nowe niedowodliwe zdania.

7 twierdzenia pierwszego, dzieki jego formalnej analizie, wyni-
ka drugi wynik Godla. Mozna mianowicie z jego pomoca pokazaé,
ze w ramach systemu aksjomatycznego arytmetyki nie da sie do-
wieéé¢ niesprzecznosci tejze arytmetyki. Te konsekwencje referatu
Godla zauwazyl juz von Neumann, w owym czasie bliski wspél-
pracownik Hilberta, a nawet dowi6dt jej niezaleznie od Godla. Za-

8Por. Krajewski [2003], s. 122.
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uwazmy tu jednak, ze drugie twierdzenie Gédla nie méwi, ze dowdd
niesprzecznosci arytmetyki w ogdéle nie jest mozliwy. Nie da sie go
tylko przeprowadzi¢ wewnatrz niej, za pomocg srodkéw uznanych
przez Hilberta za ,matematyke nie budzaca watpliwogci”1?.

Najczesciej chyba cytowana wypowiedz Hilberta brzmi: w ma-
tematyce nie ma Zadnych ignorabimus. Godel pokazal, ze praw-
dopodobnie «jakie$ ignorabimus» beda w matematyce istnieé za-
wsze. . .

4. Werden wir wissen? czyli o strategiach
rozwigzywania probleméw matematycznych

Zatrzymajmy sie tu na chwile, by przedstawi¢ analize pogla-
déw filozoficznych Hilberta i Godla. Zastanowimy sie, jaki wplyw
mialy one na prace w dziedzinie matematyki i jak determinowa-
ta ona stosowang przez obu matematykow metodologie. Hilbert
méwil w swym wystapieniu z 1900 roku (w ktérym przedstawil
zestaw 20 doniostych i nierozwigzanych probleméw matematycz-
nych): Przekonanie o rozwigzywalnosci kazdego problemu matema-
tycznego stanowi doskonalq motywacje dla matematyka. Styszymy
ciggle wezwanie: Oto problem. Poszukaj jego rozwigzania®®. Takze
Godel byl «optymistay w matematyce — pomimo dowodu twier-
dzenia o niezupelnoéci. Obaj uwazali, ze pytania matematyczne
sg dobrze postawione, ze mozna na nie odpowiedzie¢ i ze nawet
sprzeczno$ci i antynomie pojawiajace sie w ramach ich dziedziny
dadza si¢ ominaé¢ lub wyttumaczy¢. Zaréwno Hilbert, jak i Godel
wierzyli, ze da sie utrzymac poglad uznajacy matematyke za wie-
dze pewng i bezwzglednie prawdziwag. Réznie jednak uzasadniali
filozoficznie to przekonanie. Na przestrzeni wiekow pojawity sie co

19V istocie dowdd niesprzecznoéci arytmetyki zostal przeprowadzony m. in.
w 1936 roku za sprawa ucznia Hilberta, G. Gentzena, z tym, ze nie zostal
on przeprowadzone w systemie arytmetyki i nie obylo sie bez $rodkéw nie—
finistycznych. Zatem nie realizowal programu Hilberta w jego pierwotnym sfor-
mulowaniu.

**Hilbert [1901].
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najmniej dwie koncepcje filozofii matematyki, ktore pozwalaly na
ugruntowanie jej jako wiedzy pewnej. Nazywa sie je — od imion
twércow — ,,platonizmem” i  kantyzmem”. Postaram sie pokazad,
ze optymizm Godla oparty byl na jego platonskich przekonaniach
filozoficznych, podczas gdy Hilbert inspirowal sie filozofig mate-
matyki Immanuela Kanta.

W realizmie platonskim prawda matematyczna jest ugrunto-
wana «metafizycznie». Platon wierzyl, ze przedmioty matematycz-
ne istniejg w $wiecie idealnym, niezaleznym od $wiata fizycznego,
a dostep do nich mamy dzieki sile intelektu. Dzieki idealnemu,
niezmiennemu istnieniu matematycznych obiektéw, w matematy-
ce nie ma miejsca na niepewno$é¢. Matematyka byta dla Grekéw
wzorem episteme, czyli wiedzy pewnej, ktora przeciwstawiali oni
prawdopodobnej doza. Inaczej pewnos¢ matematyki ugruntowu-
je Immanuel Kant. W jego Krytyce czystego rozumu pojawia sie
koncepcja matematyki jako wiedzy syntetycznej a priori. Twier-
dzenia matematyki s pewne, gdyz sa niezalezne od zawodnego
doswiadczenia, a ich konieczno$é wynika z konstrukeji ludzkich
wladz poznawczych. Matematyka jest ugruntowana w tzw. for-
mach naocznosci czasu i przestrzeni, dzigki ktérym poznajemy
Swiat w trzech wymiarach przestrzennych i jednym czasowym. Jest
dzigki temu wiedza bezposrednia, intuicyjna. W Krytyce czyste-
go rozumu pojawia sie kantowskie, bardzo specyficzne rozumienie
intuicji. Wedlug Kanta, intuicyjna matematyczna wiedza a prio-
ri opiera sie¢ na mentalnych przedstawieniach indywiduéw czaso-
przestrzennych. Przedmiotem intuicji jest to, co moze sta¢ naraz
i bezposrednio przez naszymi oczami i co mozna sobie bezposred-
nio wyobrazi¢. Méwiac inaczej, wszystko co cztowiek moze sobie

przedstawié¢ jako indywiduum, jest intuicyjne?!.

21Por. Hintikka [1991]. Pisze on, ze u Kanta: Intuitivity is simply individu-
ality. Hintikka dodaje, ze nie ma nic «intuicyjnego» w takim rozumieniu in-
tuicyjnodci. Jest to po prostu silne zalozenie filozoficzne. Nalezy tu zaznaczy¢,
ze istnieja inne interpretacje kantowskiej teorii intuicji. Na przyktad I. Dabska
(w: Dabska [1978]) twierdzi, ze rozumienie intuicji matematycznej Kanta jako
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Najbardziej podstawowe prawdy arytmetyczne mozna ugrun-
towaé dzieki bezposredniemu spostrzeganiu przedmiotéw jednost-
kowych. Pozostala wiedza matematyczna jest, wedlug Kanta,
skonstruowana na podstawie tych pierwotnych intuicji. Filozof
z Krélewca definiuje matematyke jako czystq wiedze a priori, kto-
ra opiera swe poznanie jedynie na konstrukcji pojeé¢ na podstawie
intuicyjnego wyobrazenia przedmiotu®?. Wedlug Kanta, zlozone
przedmioty matematyczne nie sa, jak u Platona, bytami samo-
istnymi, a pochodza z apriorycznej konstrukcji podmiotu. Choé
jednak Kant uznawal wiedze a priori za konstruowang niezalez-
nie od zmyslowego do$wiadczenia, to uwazal, ze zdobycie takiej
wiedzy moze sie dokona¢ dopiero wtedy, gdy nasz umyst zosta-
nie wyposazony w «jakie$» poznanie. Warto tu znéw zacytowad
filozofa z Kroélewca:

Matematyczne poznanie [jest] za$ poznaniem na pod-
stawie konstrukcji pojeé. Skonstruowaé za$ pojecie
to znaczy przedstawié¢ odpowiadajgeg mu naocznosé
a priori. Dla konstrukcji pojecia wymagana jest wiec
naoczno$é nieempiryczna, ktora przeto — jako maocz-
no$é — jest przedmiotem jednostkowym |[...]. Konstru-
uje wiec trojkagt przedstawiajgc przedmiot odpowiadajg-
cy temu pojeciu albo za pomocq samej tylko wyobrazni
w naocznosci czystej, albo wedle niej takze na papierze
w naocznodci empirycznej, ale w obu wypadkach catko-
wicie a priori, nie zapozyczajgc na to wzoru z Zadnego

doswiadczenia®3.

sposobu percepcji znakéw liczbowych (przyjete przez Hilberta i Hintikke) jest
mylne. Por. tez Dadaczynski [2000], ss. 181-183.

22Kant, Metaphysische Anfangsgrunde der Naturwissenschaft, cyt. za: Da-
daczynski [2002], s. 181.

#3Kant [2001], s. 540, 713.
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Poréwnajmy te poglady Kanta z wypowiedzia Hilberta:

Co$ must byé juz dane w przedstawieniu jako warunek
wstepny dla zastosowania wnioskowan © wykonywania
operacji logicznych: sqg to mianowicie pewne pozalogicz-
ne konkretne przedmioty, ktore tam wystepujg poglgdo-
wo, jako bezposrednie przezycia. Jezeli myslenie logicz-
ne ma byé pewne, to przedmioty te muszq catkowicie
daé sie ogarngc jednym spojrzeniem we wszystkich ich
czeSciach [...]. Takie jest podstawowe stanowisko fi-
lozoficzne, ktore uvwazam za potrzebne dla matematyki
1 w ogole dla calego naukowego myslenia, rozumienia
1 poTozZUMIEWania si@24.

Dochodzimy tu do Zrédla finitystycznej strategii Hilberta. Po-
siadamy intuicje skonczonych indywiduéw, a wiedza o nich narzuca
siec nam z niepowatpiewalna oczywistoscia. Pewnosé matematyki
mozna ugruntowaé¢ wlasnie na postrzeganiu bezposrednio dyskret-
nych obiektéw, a w szczegdlnosci potrafimy rozpoznawaé symbole
takie, jak ciggi: I, II, III, IIII. Bezpo$rednie ich poznanie daje nam
wiedze o liczbach naturalnych — dlatego prawdy ich dotyczace wy-
daja sie niepodwazalne. Wedtug Hilberta, podobnie jak w filozofii
Kanta, pozostala czes¢ matematyki mozna skonstruowaé dzieki tej
niewzruszonej podstawie i operacjom logicznym.

Przypomnijmy jeszcze jedng istotna teze Kantowskiej filozofii
matematyki — stosunek do nieskonczonosci. Filozof z Krélewca nie
uznawal istnienia nieskonczonosci aktualnej. Okreslal ja jako idee
czystego rozumu — punkt graniczny naszego poznania. Nieskon-
czonosci nie mozemy poznawaé bezposrednio, nie moze byé nam
dana. Wydaje sie, ze i ten poglad przejal Hilbert od Kanta i stad
jego, jak sie czesto méwi, instrumentalistyczne traktowanie metod
teorii mnogoéci. Latwo teraz zrozumieé, dlaczego Hilbertowi byt

*Hilbert, Uber das Unendliche, cyt. za: Murawski [2001], s. 125-126.
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potrzebny mocny program finityzmu — nalezato uprawomocnic¢
postugiwanie sie czyms, co nie jest nam w zaden sposéb dane?.

Hilbert dzielit matematyke na realna i idealna. Realna ma-
tematyka to ta, ktéra «nie sprawia klopotéw», w ramach ktorej
nie pojawiaja sie paradoksy. W szczegdlnosci byta to matematyka
bez nieskonczonoéci. Matematyka zawierajaca kantorowska teorie
mnogosci zwana byla przez Hilberta — po linii kantowskiej — ma-
tematyka ,idealna”. Ta «idealno$é» pojecia nieskoniczonosci nie
przesadza o porzuceniu teorii mnogosci. Hilbert uwaza jedynie, ze
musimy ustanowi¢ w catej matematyce takg samg pewno$é wnio-
skowan, jaka ma miejsce w elementarnej teorii liczb, gdzie nikt
nie ma wqtpliwosci, 1 gdzie paradoksy i sprzecznosci powstajq tyl-
ko przez nieuwage®. Mozna powiedzieé, ze program Hilberta mial
doprowadzi¢ do ugruntowania matematyki idealnej za pomocs re-
alnych srodkow.

Gaodel, jako platonik, uznawal calag matematyke (takze nieskon-
czonosciowa) za realna, a jej przedmioty za istniejace rzeczywiscie,
choé niezaleznie od $wiata fizycznego i ludzkiego umystu. Napisat:

Pojecia @ klasy mogqg bycé potraktowane jako obiekty
rzeczywiste [...]. Wydaje sie, zZe zaloZenie o istnieniu
takich obiektow jest rownie uzasadnione jak zalozZenie
o istnieniu obiektow fizycznych. Filozofia matematyki
powinna i musi byé metafizyczna®”.

Z5Hilbert odwolywal sie takze do wynikéw fizyki, ktére zdajg sie przeczyé
istnieniu w $wiecie nieskoniczonoéci. Musimy tu zaznaczy¢, ze do Kanta (nawet
bardziej bezposrednio) odwotluje si¢ tez nurt intuicystyczny w filozofii mate-
matyki. Jego protoplasta — Kronecker powiedziat kiedy$, ze ,Liczby naturalne
stworzyl Pan Bég, reszta jest dzietem czlowieka”. Wnioski intuicjonistow szty
jednak o wiele dalej, niz hilbertowska interpretacja Kanta. Szczegdlna role
przywigzywali do tzw. konstruowalnosci przedmiotéw matematyki. Na przy-
ktad uwazali, ze matematyke nieskonczonosciowg nalezy wyeliminowaé jako
niekonstruowalna. Hilbert natomiast nie wykluczal ze swoich dowodéw metod
nie—konstruktywistycznych, a niesprzecznos$é, nie zas konstruowalnosé, uzna-
wal najwazniejszy warunek matematycznego systemu.

ZHilbert [1986], s. 296.

#1Gosdel [1990], ss. 119-153.
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Ale Godel réwniez wprowadzil w matematyce podzial, choé
zasadniczo inny niz ten Hilbertowski: na matematyke obiektywna
i subiektywna. Pierwsza stanowi ogoét prawdziwych zdan o istnie-
jacych obiektywnie bytach matematycznych. Matematyka subiek-
tywna za$ to ogdt zdan dowodliwych w jakim$ konkretnym ma-
tematycznym systemie. Sg to twierdzenia, ktéra formutuja ludzie,
badajac $wiat matematyki obiektywnej. Dokonuja tego za pomoca
intuicyjnego analizowania jej pojec.

Zaznaczmy od razu, ze intuicje” rozumie Godel zupelnie ina-
czej niz Hilbert. Pisze:

Nalezy zauwazyé, Ze intuicja matematyczna nie powin-
na byé¢ wwazana za zdolno$c¢, ktora daje bezposredniq
wiedze o analizowanych obiektach. [...] Wydaje sie ra-
czej, ze podobnie jak w przypadku doswiadczenia fizycz-
nego, formuilujemy nasze idee na gruncie czego$ in-
nego niz to, co jest dane bezposrednio, w sposob na-
tychmiastowy. To co$ innego tutaj nie jest, a przynaj-
mniej nie jest glownie, wrazeniem. Fakt, Ze cos jeszcze
oprocz wrazen jest dane w sposcb natychmiastowy, wy-
nika (niezaleznie od matematyki) z tego, zZe nawet idee
odnoszqce sie do obiektow fizycznych posiadajg w so-
bie cos, co nie wynika z obserwacji — na przyklad idee
obiektu. Oczywiscie to, co dane w matematyce, jest $ci-
sle zwigzane z abstrakcyjnymi elementami zawartymsi
w naszych ideach empirycznych. Nie wynika stqgd jed-
nak, zZe te dane drugiego rodzaju, jak twierdzil Kant,
sq czyms$ czysto subiektywnym, poniewaz nie mogq byc
zwigzane dziataniem okreslonych przedmiotow na na-
sze organy. Przeciwnie, one tez mogqg wyrazaé jakis
aspekt obiektywnej rzeczywistosci, a ich pojawienie sie
moze wynikaé z innej relacji pomiedzy nami a rzeczy-
wistoscig?®.

2Godel [2003], s. 121.
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Matematyka subiektywna zbliza sic do matematyki obiektyw-
nej, odkrywajac coraz wiecej jej prawd, podobnie, jak fizyka zbli-
za sie do adekwatnego opisu Swiata materialnego. Tak jak Swiat
fizyczny, matematyczne obiekty (takze np. zbiory nieskonczone)
istnieja obiektywnie i nie sa tylko ludzka konstrukcja. Dostep do
prawd o nich mamy poprzez analize poje¢ matematycznych, ale
ta analiza nigdy nie bedzie pelna. Zbiér zdan prawdziwych ma-
tematyki obiektywnej tworzy nieprzekraczalna granice, ktorej nie
zdotamy osiagnaé, lecz do ktorej staramy sie zblizy¢, rozszerzajac
stopniowo klase zdan dowodliwych??. Mimo ograniczen intuicji,
poznajemy dzieki niej duza klase matematycznych przedmiotéw.
JesteSmy w stanie analizowaé¢ pojecia matematyczne, nawet te po-
stulowane przez teorie mnogosci. Takie analizy poje¢ doprowa-
dzaja do coraz lepszego ich rozumienia i eksploracji obiektywnej
matematyki.

Wobec takich przekonan Godla widaé, ze finitystyczne zatoze-
nia Hilberta nie byly mu potrzebne i nie stanowily nieodzownego
warunku uprawomacniajacego matematyke. Dlatego miat on inng
strategie «radzenia sobie» z paradoksami teorii mnogosci. Przede
wszystkim Godel byt przekonany, ze paradoksy sa czysto logiczne,
a nie dotycza matematyki czystej. Obiekty tej ostatniej istnieja
obiektywnie i nie ma miedzy nimi sprzecznosci. Zatem, jesli przy-
jety system aksjomatyczny nie pozwala na udowodnienie wszyst-
kich prawd lub doprowadza do powstania antynomii, oznacza to,
ze pojecia matematyczne w jego ramach nie zostaly dostatecznie
zanalizowane. Prawdopodobnie nalezy go wiec rozszerzy¢ o takie
aksjomaty, ktére pozwola na rozwigzanie problemu. Zatézmy, ro-
zumuje Godel, ze A jest nierozstrzygalnym zdaniem systemu aksjo-
matycznego S. Zdanie A jest albo bezsensowne, albo prawdziwe,
albo fatszywe. Nie mozemy go uzna¢ za bezsensowne ze wzgledu
na klarowno$é pojeé¢ stosowanych w jego budowie, moze wiec by¢
tylko prawdziwe albo falszywe. Jednakze ani A, ani jego negacja,

29 Jak sie zdaje — na przyktad w ujeciu Peirce’a czy Poppera — pojecie prawdy
odgrywa podobna role w naukach empirycznych.
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nie moga by¢ dowiedzione w S. Stad, aby rozstrzygnaé, czy A jest
prawdziwe, czy falszywe, musimy dodaé¢ nowy zestaw 57 aksjoma-
téw do S, budujac rozszerzony system aksjomatow SU {5}, taki,
ze za ich pomocg mozemy dowies¢ A lub jego negacji, ale nie mo-
zemy dowie$¢ ich obu. Choé rozszerzony system (nasze S U {S1})
pozwala na rozstrzygniecie zdania A, to w jego ramach pojawia
si¢ inne zdania nierozstrzygalne, wymagajace jeszcze silniejszych
aksjomatow. Tak bedzie w nieskonczono$é, gdyz, wedtug Godla,
matematyczne pojecia sa niewyczerpane.

Konstruowanie coraz wyzszych szczebli jest konieczne
do dowodzenia twierdzen dotyczgcych nawet stosunko-
wo prostej struktury, a mianowicie twierdzen arytme-
tycznych. Istniejg zadania arytmetyczne, ktére mogq
by¢ udowodnione tylko metodami analitycznymsi, a na-
wet przez zastosowanie metod, w ktorych odwotujemy
ste do bardzo duzych nieskonczonych liczb kardynal-
nych i podobnych rzeczy®°.

Kazde zdanie tzw. niezalezne — czyli takie, ktére jest niedowo-
dliwe i niedowodliwa jest takze jego negacja — moze zosta¢ dola-
czone do aksjomatéw, nie wywolujac sprzecznosci. Takimi nieza-
leznymi, jak wykazal Godel, zdaniami sa miedzy innymi: zdanie
Godlowskie, aksjomat wyboru i hipoteza continuum.

Bez watpienia odkrycie niezupelnosci arytmetyki mogto dla
Godla stanowi¢ uzasadnienie trafnosci jego zalozen ontologicz-
nych. Pokazal, ze mamy pozaformalne rozumienie twierdzen ma-
tematycznych oraz dana jest kategoria prawdziwoéci, ktorg mozna
stosowaé do zdan tego typu. Dowodliwo$é¢ nie jest réwnowazna
prawdziwosci. Zdanie Godlowskie jest prawdziwe w «pozaformal-
ny» sposob, a my widzimy jego prawdziwosé spoza systemu, w ra-
mach ktérego zostalo sformutowane.

30Godel [1995] s. 48.
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5. Od programu Hilberta do programu Godla

Godel dowiodt zatem, ze formalnie — przy pomocy metod pre-
ferowanych przez Hilberta — nie da sie dowie$¢ niesprzecznosci
arytmetyki. Jesli arytmetyka jest niesprzeczna, jest takze niezu-
pelna, bo istniejg zdania prawdziwe, ale w jej ramach niedowo-
dliwe. W tym ostatnim paragrafie postawimy sobie dwa pytania.
Po pierwsze: czy i w jakim stopniu Godel potozyt kres progra-
mowi Hilberta? Po drugie: czy Godel skutecznie i trwale oddzielil
pojecia prawdy i dowodu?

Twierdzenie Godla wywotato ferment wérdéd badaczy podstaw
matematyki, cho¢ nie stato sie to z dnia na dzien. Przypuszczal-
nie matematycy nie od razu dostrzegli doniosto$é¢ twierdzenia.
Na przyktad H. Reichenbach, podsumowujac stynng konferencje
w Krélewcu, nawet nie zwrécil uwagi na drugi referat Godla3!.
Hilbert podobno poczatkowo zareagowal zloscia. Musial zdawaé
sobie sprawe, ze twierdzenie Godla stawia pod znakiem zapytania
sensownos¢ jego programu i wieloletniej pracy. Nie ma jednak cal-
kowitej zgody co do tego, czy wynik Godla definitywnie ktadzie
kres programowi finitystycznemu. Watpliwosci co do konsekwencji
twierdzenia Godla dla finitystycznego programu Hilberta wynikaja
z faktu, ze sam ten program byl sformulowany niezbyt Scile. Dla
przyktadu niedookreslona byla idea finityzmu — czy przez ,fini-
tyzm” rozumial Hilbert tylko istniejaca juz aksjomatyzacje mate-
matyki, czy tez dopuszczal mozliwo$é innej, lepszej finitystycznej
aksjomatyzacji. Dlatego, o ile niektérzy sa przekonani, ze program
Hilberta zakonczyl sie w 1931 roku definitywna kleska, o tyle inni
uwazaja, ze weale tak nie jest32. Warto zauwazy¢, ze do tej drugiej
grupy nalezeli (przynajmniej w pewnym okresie) dwaj gtéwni bo-

31Podobno tylko Von Neuman — éwezesny bliski wspélpracownik Hilberta
— od razu uznal dowdd niezupelnoéci za doniosty, szczegdlnie dla programu
finitystycznego.

32Por. Krajewski [2003], ss. 261 i nn. Udowodniono m.in. tzw. twierdzenie
Friedmana i Siega, gtoszace, ze kazde twierdzenie matematyczne, ktére moz-
na udowodnié¢ w systemie stanowiacym podsystem Z2, (arytmetyki drugiego
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haterowie niniejszego artykutu — Hilbert i Gédel. Hilbert (w przed-
mowie do ksiazki o podstawach matematyki napisanej wspolnie
z Bernaysem) stwierdzil:

Zazwyczaj utrzymugje sie opinie, Ze z wyniku Godla wy-
nika niewykonalno$é mojej teorii dowodu. Ale jego do-
wod pokazuje tylko, Ze bardziej zaawanmsowane teorie
niesprzecznosci wymagajg uzycia finistycznych dowo-
dow, ktére nie mogq byé¢ wyrazone w formalizmie P33.

7 kolei Godel, jeszcze w artykule z roku 1931 zaznacza wyraz-
nie, ze jego twierdzenie

nie zaprzecza formalistycznym poglgdom Hilberta. To
podejscie presuponuje jedynie istnienie dowodu nie-
sprzecznosci, w ktorym mogq byé uzyte tylko srodki fi-
nitystyczne, a jest mozliwe, zZe istniejq takie dowody,
ktore jednak mie mogq byé wyrazone w P34,

Najrozsadniej jest chyba przyjac, ze twierdzenie Godla narzuca
powazne ograniczenia na program Hilberta. Jesli moze on nadal
by¢ realizowany, to tylko w pewnym ograniczonym zakresie.

Hilbert napisal: Gdzie tylko sq jakies widoki powodzenia, tam
chcemy dokladnie badaé owocne definicje i metody dedukcji. Chce-
my je pielegnowad, wzmocnicé i uczynié uiytecznymi®®. Skoro, co
wiemy dzieki twierdzeniu Godla, nie da si¢ programu przepro-
wadzi¢ dla calodci matematyki, trzeba przynajmniej uczynié¢ to
tam, gdzie to mozliwe. Cho¢ dzieki twierdzeniom Goédla wiemy, ze
prawdziwoéci catej matematyki nie da sie wykazaé za pomoca fini-
tystycznych operacji (rozumiejac tu ,finitystyczne” wasko — jako

rzedu), nazwany WKL, jest finitystycznie dedukowalne w sensie programu Hil-
berta. Por. Simpson [2002], s. 200.

33Hilbert, Bernays [1934], s. 8.

34Godel [1931], s. 37.

35Hilbert [1986], s. 296
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,wyrazalne w arytmetyce Peano”), nie oznacza to, ze nie da sie te-
go zrobi¢ dla jakiejs czesci matematyki. Kontynuatorzy programu
Hilberta zdaja sie uwazaé, ze calkiem duza czesé matematyki mo-
ze byé jednak finitystycznie uprawomocniona’®. Najciekawszym
chyba przyktadem kontynuacji badan nad podstawami matema-
tyki w duchu hilbertowskim jest tzw. arytmetyka odwrotna (ang.
reverse mathematics). Przedstawmy w paru stowach jej idee?”. Za-
t6zmy, ze dane jest zwykle twierdzenie matematyki. Wobec kazde-
go takiego twierdzenia mozemy zapytaé: jakie aksjomaty istnienia
zbioréw sg potrzebne, aby dowie$é¢ tego zdania? « Odwrotnoséy te-
go typu dociekan matematycznych polega na tym, ze przechodzi
sie, nie jak w klasycznie pojetym dowodzie — od aksjomatow do
ich konsekwencji, a odwrotnie — od gotowych twierdzen do ich
minimalnych zatozen ontologicznych.

Warto tu przypomnieé¢ charakterystyczne podejscie Godla do
badan nad systemami aksjomatycznymi. W zgodzie ze swym re-
alizmem, GoOdel wierzyl, ze kazde zdanie matematyczne jest praw-
dziwe lub falszywe. Rdéwnoczesnie pokazal, ze w gotowych juz
systemach istnieja zdania niezalezne (niedowodliwe). Godel pro-
ponowal zatem poszukiwanie nowych aksjomatéw, ktére dodane
do aksjomatyki teorii mnogosci pozwolityby na dowiedzenie zdan
niezaleznych — takich, jak hipoteza continuum. Ten Goédlowski po-
stulat zostaly nazwany ,programem Godla”38. Latwo zauwazy¢,
ze kierunek dociekan jest tu wtadnie «odwrotny», a pomyst wpro-
wadzenia reverse mathematics jest prawdopodobnie inspirowany
ideami Godla.

Zwrbéémy jeszcze uwage, ze analiza strategii postepowania
w programie Godla prowadzi do przekonania, iz autor twierdzen
o niezupetnosci nie neguje doniostoéci idei formalnego dowodu ma-
tematycznego. Cho¢ twierdzi, ze w naszym rozumieniu matema-
tyki jest «co$ wiecej» niz da sie udowodni¢ za pomoca finistycz-

36Por. Krajewski [2003], s. 199.
3TPor. Wojtowicz [2002], ss. 99 i nn.
38Por. Wojtowicz [2001], ss. 100-117.
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nego systemu formalnego, to sam proponuje poszukiwanie takich
aksjomatéw, ktore pozwolityby na formalne dowiedzenie uznawa-
nych (intuicyjnie) twierdzen. Goédel uwaza, ze dowdd jest wazny
w matematyce, ale stanowi tylko koncowy etap pracy matematy-
ka. Aby przeprowadzi¢ dowdd, nalezy najpierw zbudowaé system
aksjomatéw i regut dowodowych, a do tego potrzeba rozumienia
poje¢ matematycznych. Role dowodu formalnego widzial Gédel ra-
czej — uzyjmy okreslenia z filozofii nauki — tylko w ,kontekscie
uzasadnienia”.

Twierdzenie Godla bywa naduzywane — czesto styszy sie, ze
Godel dowiddl, iz niczego nie mozemy dowies¢. Tymczasem dowdd
jest nadal podstawowa metoda uzasadnienia prawd matematycz-
nych i tak juz pewnie zostanie. Jak napisal Tarski:

w rozwoju matematyki nie ma sprzecznosci pomiedzy
pojeciem prawdy i pojeciem dowodu; pojecia te nie sq
na stopie wojennej, lecz pozostajg w stanie pokojowego
wspdtistnienia®®.

Pozostaje wiec pytanie: jesli dowdéd w sensie formalnym stuzyé
mialby przede wszystkim — jak to zdaje sie postulowaé Godel —
w kontekscie uzasadnienia, to czy istnieje jaka$ inna metoda od-
krywania prawd matematycznych, czy tez jakies inne, pozaformal-
ne kryteria pozwalajace matematykom na przyjecie dowodzonych
twierdzen? Czy istniejg inne kryteria matematycznej prawdy? Pod
koniec tych rozwazan chce pokazaé¢ «kandydata» na takie kryte-
rium, ktore zaakceptowaliby, przypuszczam, zaréwno Hilbert, jak
i Godel. Kryterium to mozna nazwaé ,pragmatycznym”, a polega
ono na wykazaniu skutecznosci i uzytecznosci dowodzonych twier-
dzen matematycznych.

Zacznijmy od Hilberta. Przedstawiciel intuicjonizmu, L. Bro-
uwer, nazwal tworce programu finitystycznego ,formalistya”’. Od
tego czasu utarto sie okreslaé¢ Hilberta jako gléwnego przedstawi-

39Tarski [1995], s. 332.
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ciela tego kierunku, ale istnieja watpliwoéci co do stusznoéci takie-
go przyporzadkowania. OczywiScie rozstrzygniecie tej kontrower-
sji zalezy od naszego rozumienia formalizmu. Wedtug niektérych,
mocnych wersji formalizmu, przedmiotem matematyki sg, w do-
stownym tego stowa znaczeniu, ciagi napisanych symboli i doko-
nywane na nich manipulacje. Konsekwentny formalista nie zwraca
uwagi na ,prawdziwos¢” aksjomatow i nie starta si¢ jej uzasad-
ni¢. Jego wymaganiem jest niesprzecznosé¢ aksjomatéw, a wszyst-
kie niesprzeczne systemy uwaza za réwnowazne. W zasadzie nie
mowi o prawdzie, a o manipulacji symbolami, przypominajacej gre
o okreslonych, konwencjonalnych regutach. Kazda «gra na symbo-
lach» jest rownie dobra. Tak skrajnie rozumiany formalizm nie
rozwigzuje szeregu probleméw epistemicznych. Przede wszystkim
nie ttumaczy skutecznosci matematyki i czyni ja intelektualng za-
bawa i raczej nieuzyteczna czynnoscig?’.

Hilbert mocno wierzyt w skutecznos¢ matematyki i w sensow-
nos¢ jej uprawiania. Jesli uznawalby, ze matematyke mozna spro-
wadzi¢ do gry na symbolach, niezrozumiala stawataby sie cheé
ugruntowania jej aksjomatow, ktora towarzyszyta formutowaniu
programu finitystycznego. Dlatego, o ile chce sie stosowaé do filo-
zofii Hilberta okreslenie ,formalizm” — to tylko w drugim, stab-
szym znaczeniu. Owa druga, stabsza wersja formalizmu znana jest
tez pod nazwg ,deduktywizmu”. Deduktywista uwaza, ze moz-
na tak wyznaczy¢ znaczenie ciagu symboli, ze «reguly gry», czy-
li operowania nimi, stana si¢ prawdziwe — w tym sensie, ze za
ich pomoca mozna dobrze opisywaé rzeczywisto$é. Metode stoso-
wang przez Hilberta mozna zatem raczej nazwaé ,teoretyczno—

4OHilbert méwil czesto, ze jego symbole sa pozbawione znaczenia — i stad
moze wspomniane nieporozumienia. Pisatl np.: w szczegdlnosci w matematyce
przedmiotem naszych rozwazan sq konkretne znaki, ktorych ksztalt jest bezpo-
$rednio jasny i niepodwazalny. Z drugiej strony wydaje sie, ze Hilbert przyzna-
wal zdaniom matematycznym pewna tresé. Solidaryzujac si¢ z Kantem, pisal:
Juz Kant uczyl, ze matematyka posiada tresé pewng i niezalezng od jakiejkol-
wiek logiki i dlatego nigdy nie moze zostaé ugruntowana w oparciu o samq tylko
logike. (Por. Murawski [2002], s. 125 i nn.)
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modelowa”. Matematyk dostarcza réznych, niesprzecznych syste-
mow aksjomatycznych, a sprawdzenie, ktére z nich mogg praw-
dziwie (czy raczej — skutecznie) opisywaé Swiat, nalezy juz do
fizykow.

Rozpatrzmy przyklad z historii geometrii. Gdy w XIX wieku
powstaly geometrie nieeuklidesowe (przez zastapienie piatego, nie-
zaleznego postulatu Euklidesa przez postulaty alternatywne), nikt
nie przypuszczal, ze nowe geometrie maja co$ wspolnego z real-
nie istniejacym $wiatem. Tymczasem juz w poczatkach XX wie-
ku okazalo sie, ze geometria opisujaca Wszech$wiat jest odmiana
geometrii nieeuklidesowej. Mozna z tego wyciagnaé¢ wniosek, ze
budowanie alternatywnych, niesprzecznych systeméw nie jest po-
zbawione sensu. Kazda niesprzeczna teoria matematyczna moze
okazaé sie dobrym narzedziem do opisu $wiata. Na dodatek, ist-
nienie w fizycznym $wiecie modelu dla teorii matematycznej uznaé
mozna za poéredni dowéd jej niesprzecznosci®!.

Przytoczmy teraz poglady Godla:

obok intuicji istnieje inne (choé tylko prawdopodobne)
kryterium prawdziwosci aksjomatow matematycznych
—ich owocnosé w matematyce i, mozna powiedziec, tak-
Ze w fizyce*?. Decyzja dotyczqca prawdziwosci [aksjo-
matow] jest takze mozliwa w inny sposdéb, a mianowicie
przez indukcyjng analize ich ,sukcesu”. Sukces oznacza
tutaj owocno$é w sensie konsekwencji, w szczegolnosci
weryfikowalnych konsekwencji badanych aksjomatow.
[...] Mogq istnie¢ aksjomaty tak owocne w sprawdzal-
ne konsekwencje, rzucajgce tak duzo swiatta na dyscy-
pline i dostarczajgce tak dobrych metod rozwigzywania
problemow, Ze niezaleznie od zagadnienia, czy sqg one
wewnetrznie konieczne, powinny zostacé zaakceptowane

' Rozwazajac problem, czy istnieje nieskoniczono$é aktualna méwi na przy-
ktad Hilbert: tutaj musimy zbadaé rozcigglosé wszechswiata, aby zbadaé, czy
istniejg w nim nieskoriczenie duze. (Hilbert [1996], s. 291)

42Godel [2002], s. 121.
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przynajmniej w takim stopniu, jak dobrze ugruntowana
43

teoria fizyczna™.

Jak widaé¢, Godel réwniez dopuszczal pragmatyczne kryterium
uznawania twierdzen matematycznych. I choé¢ intuicja matema-
tyczna jest dla niego bez watpienia podstawowym narzedziem po-
znawczym, to skutecznosé¢ zbudowanego systemu stanowi dobre,
cho¢ zawodne kryterium jego uzasadniania. Nie trzeba dodawadé,
ze kryterium pragmatyczne jest do przyjecia niezaleznie od przeko-
nan filozoficznych. Najlepszym na to dowodem jest fakt, ze dwaj
matematycy o tak réznych pogladach filozoficznych, jak Hilbert
i Godel, uznali je za donioste.

43Gédel [2002], s. 113.
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