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Twierdzenia Godla — dowody. Czy
arytmetyka jest w stanie dowies¢ wlasng
niesprzecznosc¢?

W tym krétkim opracowaniu chcialbym przedstawi¢ dowody
obu twierdzen Godla wykorzystujace warunki dowodliwosci Loba,
a takze problem pewnej, by¢ moze zbyt pochopnie wysuwanej filo-
zoficznej implikacji drugiego twierdzenia Godla dotyczacego niedo-
wiedlno$ci niesprzecznosci arytmetyki sSrodkami samej arytmetyki.

1. Wstep

Niech 9 =< N, +,-, 5,0 > bedzie tzw. modelem Peano, czyli
standardowym modelem arytmetyki. Niech PA bedzie systemem
standardowo sformalizowanym opartym o nastepujace aksjomaty:

(1) Vz,y(Sz =Sy —x=y)
(2) Va(—(0 = Sz))

(3) Va(z +0 = 2)

(4) Va,y(z + Sy = S(z +y))
(5) Va(z -0 = 0)

(6) Vz,y(x-Sy=z-y+x)
(7)

7) [a(0) AVzla(r) — a(S(z))]] — Vea(z)



72 Leszek Wronski

T

(oczywiscie, (7) powyzej to schemat nieskoficzenie wielu aksjoma-
tow).

Latwo dowiesé, iz M = PA, tak wiec mozemy stwierdzié, co
nastepuje:

Twierdzenie 1.1 PA jest teorig niesprzeczng.

Jasne jest, ze zbior aksjomatéw P A jest rozstrzygalny, czyli ist-
nieje algorytm rozpoznawania aksjomatéw PA w zbiorze wszyst-
kich formul jezyka arytmetyki. Pierwsze twierdzenie Godla poka-
zuje, iz arytmetyka PA jest istotnie niezupelna, czyli niezupelne
jest kazde jej rozszerzenie o rozstrzygalnym zbiorze aksjomatéw.

Definicja 1.2 Mdowimy, Ze wyrazona w jezyku teorii PA formula
a(z1,...x1) mocno reprezentuje relacje R C NF jesli dla dowol-
nych ny,...ng jest tak, iz

(1) <ny,...ny >€ R= PAF a(ny,...7y)
(2) <ni,...n; >¢ R= PAtF —a(ng,...7g),

gdzie iy, ... Mg sq tzw. termami kanonicznymi, ktore w jezyku aryt-
metyki desygnujq liczby naturalne — term oznaczajgcy liczbe n ma
postac¢ SS...S50.

—

n—razy

W dalszym ciagu — dla uproszczenia notacji — liczbe oraz
desygnujacy ja term bedziemy czesto oznaczaé tym samym sym-
bolem w sytuacjach, w ktérych kontekst nie pozostawia watpli-
wosci co do tego, co mamy na mysli. Zakladam, iz Czytelnikowi
znana jest jaka$ metoda arytmetyzacji, czyli jednoznacznego przy-
porzadkowania liczb naturalnych wyrazeniom jezyka arytmetyki.
Moze byé¢ to metoda samego Godla, albo np. Smullyana lub Bo-
olosa. Nie bedzie dla nas wazny sposéb dokonania arytmetyzacji,
lecz tylko fakt, iz jest ona mozliwa. Numer Godla formuty o be-
dziemy oznaczaé czesto uzywanym symbolem "o '. Wprowadzmy
nastepujace relacje:
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Definicja 1.3 Prf(a,b) wtw a jest numerem Gédla dowodu for-
muly o numerze Godla b.

Definicja 1.4 Pr(a) wtw 3z : Prf(z,a)
(w obu definicjach a,b,x € N).

Dla dowodu twierdzen Godla potrzebny nam bedzie nastepu-
jacy fakt:

Fakt 1.5 Relacja Prf jest mocno reprezentowalna w teorii PA.

Dla uproszczenia notacji uzywaé bedziemy tego samego symbo-
lu na okreslenie relacji Prf oraz formuly w jezyku PA, ktora owa
relacje mocno reprezentuje. Latwo udowodnié¢ nastepujacy fakt:

Fakt 1.6 Dla dowolnej formuty o, jesli numer Gédla™ o' ma wia-
snosé Pr, to PAF a.

Przypomnijmy, ze w zaleznoéci od kontekstu symbol Prf be-
dzie oznaczal relacje zawarta w N x N lub formute arytmetyczna
z dwiema zmiennymi wolnymi, ktora te relacje mocno reprezentuje

w PA.

Definicja 1.7 Mowimy, ze formula o(x,y, z) mocno reprezentuje
funkcje f (f : N? — N), jezeli dla dowolnych n,m € N jest tak, Ze

PAEVYz[p(m,m,2) < [z = f(n,m)]].

Tak wiec reprezentacja k-argumentowej funkcji jest formuta
z k 4+ 1 zmiennymi wolnymi.

Rozwazmy funkcje Sub : N> — N. Niech Sub("a,n) = "a(z/
n)", jesli pierwszy argument jest numerem formuly, za§ w innym
przypadku warto$é funkcji nie jest okreslona. Wiemy, iz prawdziwy
jest nastepujacy fakt:

Fakt 1.8 Istnieje formula arytmetyczna &(x,y, z), ktéra mocno
reprezentuje w PA funkcje Sub.
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Udowodnijmy nastepujace twierdzenie, zwane ,lematem prze-
katniowym”:

Twierdzenie 1.9 Dia dowolnej formuly arytmetycznej 0(x) za-
wierajgcej doktadnie jedng zmienng wolng x istnieje zdanie A ta-
kie, Ze
PAFA < 0(TAD).
Dowdéd: Nasze intuicje co do zdania A mozna wyrazié¢ stwier-

dzeniem, iz méwi ono ,Mdéj numer ma wlasnosé 6”. Zdefiniujmy
formule I'(x) z jedna zmienna wolna:

ef
P(x) € Vy[S(z,2,y) — ().
Niech n = "T'(x)™. Zdefiniujmy tak oto zdanie A:
A€ I(x/n) (1)

czyli
A Y vylsm,m,y) — 0(y)).

Wiemy, ze PAF A — A, a zatem
PAEA < Wy[&(m,n,y) — 0(y)]- (2)

Fakty, iz formuta & mocno reprezentuje w P A funkcje Sub, a tak-
ze, iz n = "I'(z)" implikujal:

PAFYY[6(n,n,y) < y="T(7)7. (3)

Z (2) i (3) otrzymujemy

PAFA & Vy[(y ="T(@)") — 0(y)]. (4)

Na mocy definicji (1):

T(m) ="A"

'Stosujemy def. 1.7 do funkcji Sub i reprezentujacej ja formuly &.
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Po podstawieniu do (4) otrzymujemy:

PAF A < Vy[(y =TA7) — 6(y)],

czyli

PAF A — 0(TAT).

Q.E.D.
Dowody twierdzen Godla sprowadzaja sie do zwyklego rachun-
ku zdan przy zalozeniu tzw. warunkéw dowodliwosci Loba:

(D1) jesli PA F ¢, to PA + Pr(T¢™)
(D2) PAF Pr("p™) — Pr("Pr("¢™)7)
(D3) PAF [Pr("¢™) A Pr("p — 9] — Pr(Ty7)

2. Twierdzenia Godla

Ponizej wykorzystywac bedziemy zdanie ¢4, ktére wyraza wia-
sng niedowodliwo$é¢ srodkami PA. Fakt, iz owo zdanie da sie napi-
sa¢ w jezyku arytmetyki uzasadniamy powolujac sie na (1.5) oraz
(1.9).

Twierdzenie 2.1 (I twierdzenie Gédla) Niech ¢, bedzie ta-
kim zdaniem jezyka PA, Ze PAt @4 < = Pr("p,"). Wtedy:

(i) PA¥ Pg
(i) PAF —p,.

Dowdd: Najpierw dowiedziemy warunku (i). Zalézmy, ze
PAF ¢,. Wtedy, z warunku D1 mamy PA = Pr("¢,"). Ponie-
waz PAF —pg, < Pr("y,"), otrzymujemy wniosek, iz PA F -y,
dochodzimy wigc do sprzecznoéci z twierdzeniem (1.1). Zatem
PAF .

Nastepnie dowiedziemy warunku (ii). Zalézmy, ze PA = —pq.
Zatem PA 't Pr("y,™), czyli, z faktu (1.6), PA F ¢4, co prowadzi
do sprzeczno$ci. Tak wiec PAF —p4. Q.E.D.
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Twierdzenie 2.2 (II twierdzenie Godla) Niech Conpa ozna-
cza formule ~Pr("0 =17). Wtedy PAY¥ Conpa.

Dowéd: Niech ¢, bedzie zdaniem takim, ze PA - ¢4 <
—Pr("pgy"). Checemy pokazaé, ze PAF ¢4 — Conpa.

Udowodnimy najpierw implikacje w prawo, PA F ¢, —
Conpa. Zauwazmy, ze PAF (0 = 1) — ¢q4. Z warunku D1 otrzy-
mujemy: PAF Pr("(0 =1) — ¢4"). Po wykorzystaniu warunku
D3 mamy: PAF Pr("0=1") — Pr("¢,"). Po zastosowaniu pra-
wa kontrapozycji: PA F —Pr("yp,") — —Pr("0 = 17). Z definicji
@g: PAF ¢4 — —Pr(T¢,"). Zatem, z przechodniosci implikacj,
PAF ¢y — —Pr("0=1"), czyli PAF ¢4 — Conpa.

Nastepnie udowodnijmy implikacje w lewo,
PAF Conpa — pq.

Z definicji ¢, mamy

PAF ¢y — —Pr(T¢g")
z czego po zastosowaniu transpozycji wynika
PAF Pr("pg ") — —pq.
7 warunku D1 otrzymujemy
PAF Pr(TPr(To,") — ¢, ")
zas$ po zastosowaniu warunku D3
PAF Pr("Pr(Tg, ™)) — Pr(T—g, ). (5)
Z D2, (5) oraz przechodnio$ci implikacji otrzymujemy
PAF Pr(To,") = Pr(T=p, "), (6)

Wiemy, ze PAF ¢4 — (mpg — (¢g A —pg)). Zatem, na mocy
D1 i D3, otrzymujemy

PAF Pr(Tpg™) — (Pr(T—@g ") — Pr(Tpg A —pg 7))



Twierdzenia Godla — dowody. . . 77

1l

a zatem, po zastosowaniu prawa komutacji,
PAE Pr(T=pg") — (Pr(Tpg ") — Pr(Tpg A —pg ). (7)

7 samorozdzielnodci implikacji i prawa komutacji otrzymujemy
tautologie

[p—(g—r)]—1[g—p) —(¢g—r1)

Za zmienng p podstawiamy Pr("—p,"), za q Pr("p, ") oraz za
r Pr("pg A gy ), by otrzymac

PAF [PT(I—_‘SOQ—l) - (PT(FSOQ—I) - PT(I—‘P!J A ng))] -
= [(Pr(Tpg ) = Pr("=pg ™) — (Pr("eg ") — Pr(Tpg A —pg )]

Odrywamy (7), (6) i otrzymujemy
PAE Pr("py") — Pr(Tog A—eg?). (8)

Wiemy, ze PAF (pgA—pg) < (0 =1). Zatem w szczegblnosci
PAF (pg A —pg) — (0 =1). Z warunkéw D1 i D3 otrzymujemy:

PAF Pr(Tpg A—pg ") — Pr("0=17). (9)
Z (8) i przechodniosci implikacji mamy
PAF Pr("pys") — Pr("0=17),
a zatem (z prawa kontrapozycji)
PAF =Pr("f0=1") — =Pr("¢y").
Z definicji Conpa i ¢4 mamy
PAF Conpa — ¢q,

co chcieliSmy udowodni¢.
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Whioskujemy wigc, ze PA = ¢4 «<» Conpa. Z udowodnionego
wyzej pierwszego twierdzenia Godla wiemy, ze PA ¥ ¢,. Zatem
PA¥F Conpy. Q.E.D.

3. Niesprzecznosé arytmetyki

Czesto styszy sie poglad, iz drugie twierdzenie Godla impli-
kuje niedowiedlnos¢ niesprzecznoéci arytmetyki srodkami samej
arytmetyki. Mozna by sadzi¢, iz dobra interpretacja powyzszego
pogladu jest nastepujace zdanie (wystepujacy w nim symbol ,, L”
oznacza wybrang ,formule absurdalng” (np. ,—(0 = 0)”): nie mo-
ze ona by¢ twierdzeniem zadnej niesprzecznej teorii zawierajacej
arytmetyke):

Nie istnieje formula arytmetyczna y(zx) taka, Ze

(1) dla dowolnej formuly o, PA F o wtw PA F ~v("a™) (czyli
formula v wyraza dowiedlnosé w PA)

(2) PAE —y("L7).

Jednakze zdanie powyzsze jest falszywe. Zdefiniujmy ~(z) tak
oto:

Y(x) < Jy[Prf(y, =) A(z #"17)]

Jesli PA + «a to, wobec niesprzecznosci arytmetyki, "o #
17 tak wiec (poniewaz relacja réznosci miedzy liczbami natu-
ralnymi jest mocno reprezentowalna w PA) PAF (Ta™ # TL7).
Zatem

PAF Jy[Prf(y,"a) A(Ta?#7L7)]
z czego wnioskujemy, iz PA F v("a™). Mamy wiec implikacje w le-
wo z powyzszego warunku (1). Implikacja w prawo jest oczywista
z definicji wlasnosci Prf.
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Aby dowie$é warunku (2) zauwazamy, ze

(L) = Ty (Prf(y, " LA (LT#TLY)
=Yy (Prf(y,"L7) — ("L7="1"))

za$ to ostatnie jest prawem logiki.
Stajemy wiec w obliczu takiej sytuacji: wiemy, iz

PAF awtw PAF Pr("a™) wtw PAE y(Ta™)

a takze
PAF —y("LT)

oraz (z poprzedniego twierdzenia)
PAY ~Pr("L7).

Tak wiec istnieje formula arytmetyczna (x) wyrazajaca do-
wiedlno$¢ w PA i taka, ze PA F —y("L7). Wida¢é stad, iz drugie
twierdzenie Godla wymaga, by formuta Pr wybrana zostata w spo-
sob ,wlasciwy”, tak, by miata pozadany sens arytmetyczny. Moze
sie bowiem zdarzyé¢, iz dla odpowiednio skonstruowanej formuty
Prq formuta

Pr("a™) < Pri("a™)

bedzie prawdziwa w modelu M (czyli Th(M) = Pr("a’) <
Pri("a™)), ale nie bedzie twierdzeniem PA (z pierwszego twier-
dzenia Gédla wiemy, ze jest to mozliwe)?.

2Podane tu informacje mozna w duzej czesci znalezé w ksigzce Romana
Murawskiego ,,Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki” (Wydaw-
nictwo Naukowe UAM, Poznan 2000) oraz drugim wyktadzie z ,,Foundational
Studies” Andrzeja Mostowskiego (PWN 1979).



