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Dlaczego twierdzenia Godla inspiruja
filozofow?

Tak zwane twierdzenia Goédla naleza chyba do najczesciej ko-
mentowanych wynikéw (meta)matematycznych. Niestety liczba
poswieconych im publikacji jest odwrotnie proporcjonalna do ja-
kosci zawartych w nich rozwazan. Aby wiec nie powickszaé¢ iloci
inspirowanych twierdzeniami Goédla spekulacji o wysokim stop-
niu dowolnosci w niniejszej pracy przedyskutuje, jakie cechy tych
twierdzen decyduja o ich atrakcyjnosci dla filozofii. Jako punkt
wyjscia przyjmuje nastepujaca liste takich cech podang przez Kra-
jewskiego:

1. kontekst filozoficzny w ktorym sie pojawity,

2. 0g0lnosé,

3. paradoksalnogé!.

Czeé¢ pierwsza i druga niniejszej pracy beda mialy charakter
historyczny; zrekonstruuje w nich wspomniany kontekst filozoficz-
ny twierdzen Godla, gdyz charakterystyka pozostatych cech wyma-
ga jego znajomosci. W czesci trzeciej przedyskutuje wymienione
cechy, za$ calos¢ niniejszej pracy zakoncze krotkim podsumowa-
niem.

'S, Krajewski, Czy twierdzenia Gédla majg zastosowanie filozoficzne?,
[w:] J. Perzanowski, A. Pietrszuczak, Byt, Logos, Matematyka, Wydawnictwo
UMK, Torun 1995, s. 399.
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Pytanie o jednosé matematyki

Gléwnym problemem matematyki XIX i poczatku XX stulecia
byta jej jedno$é¢ i spdjnosé. Pojawil sie on z uwagi na bogactwo
i réznorodno$é rezultatéw dziatalnoéci matematykdéw, poniewaz
nie potrafili oni wskazaé, co jest podstawa matematycznego cha-
rakteru tych teorii ani zaleznosci pomiedzy nimi. Gdy na dodatek
proby wskazywania dyscyplin unifikujgcych prowadzity do znaczne-
go powiekszenia liczby proponowanych matematyce drdg (algebra)
czy tez wrecz wyprowadzaly jg na bezdroza, gdzie problem spdjnosci
ustepowal lekowi o zasadnosé jej istnienia (teoria mnogosci), spra-
wa uporzgdkowania matematyki stawala sie dla wielu jej tworcow
kwestig pierwszoplanowq?. Innymi slowy, matematyka wymagala
unifikacji oraz systematyzacji, to znaczy uporzadkowania poszcze-
gblnych teorii i wskazania zalezno$ci pomiedzy nimi®. Dwie gléwne
propozycje to sformutowany przez F. Kleina program erlangenski
oraz program Hilberta?.

Klein wskazywal, ze nalezy bada¢ obiekty matematyczne a nie
teorie. To, ze w matematyce wystepuje wiele réznorodnych teorii,
jest konsekwencja aspektowosci poznania matematycznego; jedy-
nie pojecia matematyki magq [. . . | swdj (niezawisty) byt podgladany
przez nas za pomocq naszych (rézinych) matematycznych teorii®.
Wedtug Kleina podobienstwo teorii jest oparte na odniesieniu do
tych samych obiektéow. Jednak z réznych wzgledéw matematycy
wybrali drugg propozycje, w my$l ktorej nalezy skoncentrowaé sie
na teoriach, nie za$ na obiektach. Istota teorii matematycznej jest
nie to, o czym ona méwi, lecz sposdb w jaki jest skonstruowana.

2M. Kordos, Wyklady z historii matematyki, WSiP, Warszawa 1994, s. 245.

3Por. J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym, OBI —
Krakéw, Biblos — Tarnéw 2000, s. 22.

4Program ten stworzyt M. Pasch; Hilbert rozwing go i przede wszystkim
upowszechnil. W niniejszej pracy uzywam pojecia ,program Hilberta” zamiast
»,program Pascha”, gdyz nie jest moim celem reformowanie zastanego kanonu
terminologicznego.

5M. Kordos, op. cit, s. 246.
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Zalecany przez Pascha syntaktyczny rygoryzm stal sie kryterium
unifikacji matematyki i ulatwit — prowadzong juz — jej systema-
tyzacje.

Rezultatem dziatalnosci matematykow byto nie tylko wskaza-
nie odpowiednich zaleznoéci pomiedzy teoriami, ale réwniez wy-
odrebnienie arytmetyki liczb naturalnych jako teorii podstawowej.
Wraz z tym pojawita sie kontrowersja co do tego, czy podsta-
wy matematyki to wlasnie arytmetyka, czy tez istnieje dyscyplina
bardziej fundamentalna.

Problem podstaw

Zagadnienie istnienia i charakteru podstaw matematyki zwia-
zane jest z pytaniem o ignorabimus w tej dziedzinie. Skoro bowiem
matematycy nie wiedzieliby, jak ich dyscyplina jest ufundowana,
to dziatalnos¢ matematyczna mozna by uznaé¢ — na przyktad —
za przejaw jakiegos$ zbiorowego szalenstwa czy tez zrozumialg tyl-
ko dla nielicznych, dziatalnosé¢ magiczng. Nieznajomosé pewnego
szczegoltowego twierdzenia czy problem ze znalezieniem dowodu
nie jest tak zasadniczym mankamentem, jak brak wiedzy doty-
czacej najbardziej podstawowych struktur. Zaproponowano dwa
rozwigzania tego problemu. Z jednej strony, L. Kronecker w swo-
jej slynnej wypowiedzi wskazal, ze obiekty arytmetyki sa po pro-
studane; rozwazania dotyczace ich natury nie bedg mialy matema-
tycznego, lecz — co najwyzej — filozoficzny charakter. Na szcze-
Scie nie wszyscy matematycy przejeli sie kroneckerowskim dictum;
podjeto proby wyprowadzenia arytmetyki liczb naturalnych z bar-
dziej podstawowej dyscypliny, mianowicie teorii mnogosci.

Jako pierwszy probe taka podjal G. Frege mniej wiecej w tym
samym czasie, gdy pojawila si¢ propozycja Pascha. Frege stwier-
dzil, iz teorie mnogosci trzeba wyprodukowaé jako$ tam, ale jesliby
sie juz jg mialo, to z niej wyprodukuje sie arytmetyke liczb natural-
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nych®; co wiecej sam Frege nie ma ambicji zajmowania sie teorig
mnogosci 1 zaczyna od zbudowania w teorii mmogosci arytmety-
ki liczb naturalnych”. Brak dobrze skonstruowanej teorii mnogoéci
mial dla koncepcji Fregego powazne konsekwencje — teoria ta pro-
wadzila do antynomii®. Problemy z teorig mnogoéci zmusity mate-
matykéw do ponownego zrewidowania podstaw swojej dyscypliny
i stosowanych w niej metod. W rezultacie pojawity sie trzy od-
rebne propozycje metodologiczne: intuicjonizm, formalizm i tzw.
poprawiony logicyzm?.

Intuicjonisci wskazywali, ze problemy podstaw matematyki sa
konsekwencja niefrasobliwosci jej twércéw; dlatego nalezy wpro-
wadzi¢ ograniczenia metodologiczne. Wedlug intuicjonistow ma-
tematyka musi by¢ oparta na pierwotnej intuicji liczb naturalnych
i zasadzie indukcji; a zatem rozwiazujac problem podstaw mate-
matyki poszli oni w $lady Kroneckera. Z kolei w odniesieniu do
procedur dowodowych dopuszczali dowody istnienia, o ile maja
one charakter konstrukcyjny'®. Oszczednosé metodologiczna intu-
icjonistow chronitla ich skutecznie przed paradoksami [. .. | nieste-
ty chronita ich takie przed ogromng cze$cig matematyki'; z tego
wzgledu stanowisko to nie byto dla matematykow zadowalajace.

Logicysci — podobnie jak Frege — postulowali, ze arytme-
tyka liczb naturalnych jest wyprowadzalna z teorii mnogoéci'?;
przedstawienie takiej konstrukcji wymaga skonstruowania syste-
mu, w ktérym nie daloby sie odtworzy¢ — nie tylko aktualnie zna-

5M. Kordos, op. cit, s. 280. Teoria mnogosci o ktérej pisze Kordos to —
Scisle rzecz biorac — fragment logiki drugiego rzedu.

" Ibid.

8Byla to tak zwana antynomia Russella.

9Logicyzm poprawiony to logicyzm w wersji Russella i Whiteheada.

103, Dadaczynski, op. cit, s. 354.

HM. Kordos, op. cit, s. 282.

12Nazwa kierunku sugeruje, iz matematyka miata byé wyprowadzalna z lo-
giki. Realizacja tego przedsiewziecia wykroczyta poza wczesdniejsze deklaracje,
realizujgc idee logicyzmu, zredukowano matematyke nie do logiki, lecz do (przy-
najmniej pewnego fragmentu) teorii mnogosci. Zob. J. Dadaczynski, op. cit,
s. 231.
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nych ale jakichkolwiek — antynomii. Ambicje logicystow znalazty
wyraz w monumentalnych Principia mathematica Russella i Whi-
teheada. Aby wlasciwie oceni¢ doniostos¢ tej pracy przypomnijmy
sobie, ze twierdzenie o niezupelnosci podane przez Godla dotyczy
miedzy innymi systemu tam zawartego!3

Formalizm z kolei byl przede wszystkim dokladniejsza reali-
zacja koncepcji Pascha; a zatem, wedlug przedstawicieli tego kie-
runku, teorie w matematyce sa okreslone jedynie syntaktycznie.
Postulat ten mial umozliwi¢ zachowanie catej dotychczasowej ma-
tematyki oraz unikniecie wyprowadzania jej z teorii mnogosci; for-
malizm byl wiec alternatywsa tak dla intuicjonizmu, jak i dla logi-
cyzmu. Podstawowa dyscypling matematyki jest zatem arytmety-
ka liczb naturalnych, a jako gléwny problem podstaw matematyki
formalidci wskazali niesprzecznosé i zupeloéé. Cata dotychczaso-
wa matematyka bylaby zatem niesprzeczna i zupelna, o ile cechy
te posiadalaby arytmetyka. Obie sugestie i préby ich dowiedzenia
zostaly podwazone przez twierdzenia Godla.

Kontekst, ogolnosé i paradoksalnosé

Twierdzenia Godla rozwiaty filozoficzne oraz metodologiczne
pretensje logicyzmu i formalizmu; mimo to sadze, ze — whrew su-
gestiom Krajewskiego — kontekst filozoficzny tych twierdzen to
nie tylko wspomniane kierunki badania podstaw matematyki'
Zaréwno program Hilberta, jak i logicyzm nalezaly do pewnego
— zainicjowanego w XIX stuleciu — nurtu badan metamatema-
tycznych, ktéry mial na celu uporzadkowanie matematyki i wy-
odrebnienie dyscypliny podstawowej. Twierdzenia Godla sa jego
koncowym rezultatem.

Oba twierdzenia nie dotycza jakiejs konkretnej teorii formalne;j
— 7 tego wzgledu sa one ogdlne. Ich zatozenia wymagaja, by uktad

13Tytu} pracy Godla, w ktérej znajduje sie to twierdzenie wraz z dowodem,
brzmi Uber formal unentscheidbare Sdtze der ,Principia mathematica” und
verwandter Systeme.

MPpor. S. Krajewski, op. cit, s. 399.
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aksjomatow teorii, do ktérej mozna je zastosowaé pozwalal na re-
konstrukcje arytmetyki liczb naturalnych. Z formalnego punktu
widzenia nie jest to wymog zbyt silny; ma on jednak istotne kon-
sekwencje — teoria taka jest niezupelna, a jej niesprzecznosci nie
da sie dowiesé bez wykorzystania konstrukeji spoza tej teorii. A za-
tem twierdzenia Godla méwia co$, i to cos bardzo podstawowego,
o calej teorii, calym systemiel®.

Wynik Godla jest paradoksalny tak ze wzgledu na swojg kon-
strukcje, jak i z uwagi na konsekwencje dla filozofii matematyki.
Jednakze pierwszy przypadek jest interesujacy jedynie dla kogos,
kto zna lub chce poznaé te twierdzenia od strony formalnej; pro-
blematyka ta jest w rozwazaniach filozoficznych prawie nieobecna
— wiekszos¢ inspiracji Godlowskich to analizy i préoby ekstrapolacji
konsekwencji filozoficznych.

Filozoficzna paradoksalno$é¢ twierdzen Godla zwigzana jest
z wyroznionym miejscem matematyki w dziejach ludzkiej mysli;
wyjatkowosé tej dziedziny nie ulegla zmianie mimo pojawiaja-
cych sie podczas jej rozwoju probleméw, ani mimo zwigkszaja-
cej sie abstrakcyjnoéci. Dopiero wynik Godla wskazal na potrze-
be zrewidowania rozmaitych filozoficznych deklaracji. Jego doko-
nanie wskazuje bowiem na niemozliwos¢ usuniecia z matematyki
takich pojeé, jak sens czy intuicja; innymi stowy aby cokolwiek
mogto byé sformalizowane, co$ innego musi pozostacé niesformali-
zowane'®. Matematycy — w odréznieniu od filozoféw — zazwyczaj
byli i sa tego Swiadomi. Zapewne dlatego obecne w niektérych
filozoficznych komentarzach pesymistyczne wnioski sa im obce!”.
Tworcza aktywnosé matematykow $wiadczy o tym, ze sa oni prze-
konani o sensownosci uprawiania swojej dziedziny.

1577 -
1bid.

163, Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, PWN, Warszawa 1993,
s. 32.

Y"Warto zwrécié uwage na wypowiedzi samego Godla. Zob. K. Wéjtowicz,
Platonizm matematyczny, OBI — Krakéw, Biblos — Tarnéw, 2002 oraz A. Bro-
zek, Russell i Godel — filozofowie, paradoksy i broda Platona, ,,Semina Scien-
tiarum”, 2 (2003), ss. 30 — 45.
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Zakonczenie

Dotychczasowa argumentacja miata wskazac, jakie cechy posia-
daja twierdzenia Godla. Czy sa to jednak cechy decydujace o fi-
lozoficznej atrakcyjnosci tychze twierdzen? Pozytywng odpowiedz
na to pytanie uzasadnie nie wprost. Zauwazmy bowiem, iz twier-
dzenia nie posiadajace ktérejs z wymienionych cech nie spotkaly
sie z podobnym zainteresowaniem; na przyktad:

a) twierdzenie Lindenbauma (o nadystemach zupelnych) jest
ogolne i paradoksalne, ale pozbawione odpowiedniego kon-
tekstu;

b) lemat Craiga jest z kolei ogélny i ma pewien kontekst, ale
pozbawiony jest paradoksalnosci;

c¢) twierdzenie Banacha—Tarskiego (o paradoksalnym rozkla-
dzie kuli) posiada odpowiedni kontekst, jest paradoksalne,
ale ma charakter szczegotowy;

d) twierdzenie o antypodach — jest ono paradoksalne, nie ma
za$ kontekstu i jest szczegdtowe.

Oczywiscie w oparciu o podane kontrprzyktady nie mozna roz-
strzygnaé tego, czy lista rozwazanych w niniejszym artykule cech
jest pelna; wskazuja one natomiast na to, ze wymienione cechy
stanowig istotna charakterystyke twierdzen Godla.



