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Antynomia Russella i twierdzenie Godla
jako logika absolutnego!

1. List Russella do Fregego z 1902 roku i wystapienie Kurta
Godla na konferencji w Krolewcu w roku 1930 stanowia kamienie
milowe rozwoju dwudziestowiecznej logiki i matematyki. Oba wy-
darzenia taczy szereg podobienistw. Zarowno Russell jak i Godel
byli bardzo mtodzi (Russell piszac do Fregego byl trzydziestolat-
kiem, Godel mial 24 lata), i obaj dokonali rewolucyjnego zwro-
tu w dziejach matematyki: Russell zakoniczyl beztroski okres tzw.
yhaiwnej teorii mnogosci” Cantora, a Godel — réwnie naiwny, jak
sie okazalo, program Hilberta. Antynomia Russella i tzw. pierw-
sze twierdzenie Godla o niezupelnodci arytmetyki maja jednak nie
tylko podobienstwa historyczne. Wspélna im jest pewna struktura
taczaca je z tradycyjnym w filozofii problemem absolutnosci. Te
osobliwa strukture (dzielona takze np. z twierdzeniem Tarskiego
z 1933 o niedefiniowalnosci prawdy) tatwo mozna wydoby¢, stosu-
jac opracowane niedawno przez W. 1. Moisiejewa $rodki formalne.

Najpierw, z pomoca dobrze znanej antynomii Russella, szcze-
gbétowo omoéwione zostang cechy tej struktury, ktore nastepnie zi-
lustrowane zostana na przykladzie twierdzenia Godla. Wreszcie
pokazane zostang zwigzki obu twierdzen z logika absolutnego.

'Przygotowanie tej pracy umozliwity mi studia w semestrze wiosennym ro-
ku akademickiego 2002/2003 w Pafistwowym Uniwersytecie w Woronezu (Ro-
sja). Nieoceniong pomoc okazal mi prof. Wiaczestaw I. Moisiejew, ktéremu
pragne zlozy¢ ta droga podzigkowania.
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2. Teoria L-sprzeczno$ci W. 1. Moisiejewa jest jedna z prob
zblizenia dwu linii rozwojowych filozofii: ,formalnej” tradycji Par-
menidesa, osadzonej na zachowaniu prawa tozsamosci, niesprzecz-
nosci i wylaczonego érodka, i ,dialektycznej” linii Heraklita, od-
rzucajacej te zasady. Chodzi o znalezienie kryterium logicznej
demarkacji, ktore pozwoliloby odrézni¢ sprzecznoéci ,dialektycz-
ne” (nieusuwalne bez straty dla poznawczych mozliwosci systemu)
od sprzecznosci-pomylek. Teoria ta jest $cista eksplikacja pewnych
intuicji filozoficznych, podzielanych w kregu tzw. ,rosyjskiej filo-
zofii wszechjednosci”, biorgcej poczatek od Wi. Sotowjowa. O. Pa-
wel Florenski, na poczatku XX wieku, w pracy [8] jako pierwszy
probowal zastosowaé wspotczesng logike dla wyjasnienia tych intu-
icji. Praca ta zostala wspodlczesnie podjeta przez W. 1. Moisiejewa
i doprowadzita do skonstruowania formalnych narzedzi, u Zrodet
ktorych leza analogie miedzy logika i topologia, w szczegdlnosci
mozliwo$¢ wprowadzenia w logice pojecia granicy (patrz [5], [6]
i najnowsza praca [7]).

I. Antynomia Russella

3. Dobrze znana filozofom antynomia Russella generowana jest
przez okreslenie wtasnosci tworzacej tzw. zbior Russella, czyli zbior
tych zbioréw, ktore nie sg wlasnymi elementami:

R={z:x ¢z} (1)

Jedli zbiér R jest swoim elementem to, biorac pod uwage zadaja-
ca go wlasnos¢, nie jest swoim elementem. Jesli natomiast R nie
jest swoim elementem, to wlasnie dlatego jest swoim elementem.
Antynomia Russella przybiera postac:

RER=R¢R. 2)

A zatem, po pewnych przeksztalceniach:

ReRARéER. (3)
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4. Istnieje prosty i naturalny sposéb ominiecia tej antynomii,
wykorzystany w aksjomatycznych teoriach mnogosci (aksjomat
wyrézniania). Gdyby dziedzing okreslenia zbioru R byl jaki$ ogra-
niczony zbiér X, obok ktérego moglyby istnie¢ jakies inne zbio-
ry, to sprzecznos¢ mogtaby by¢ usunieta przez przypuszczenie, ze
zbiér R po prostu nie nalezy do X. Zbiér R bylby woéwczas zrela-
tywizowany do pewnej dziedziny, na ktorej okreslona jest zadajaca
go wlasnosé:

Ry={z:xe€ XNz ¢z} (4)

Zalozenie, ze R, € X prowadzi do sprzecznosci, wiec mozna
przyjaé, ze R, ¢ X, co usuwa problem. Zbior Russella — pisze Mo-
isiejew — to szczegolny typ obiektu—rozszerzyciela. Okreslenie go na
zbiorze X prowadzi do budowy obiektu, wychodzgcego za ramy X.
I poki X jest lokalny, mozna wyjsé za jego ramy, a zastosowanie
do niego predykatu tworzgcego zbior R nie prowadzi do sprzeczno-
Sci. Ale gdy tylko jako X zaczyna wystepowaé obiekt, za ktorego
ramy nie sposob juz wyjsc, zbior R staje sie sprzeczny — wycho-
dzi za ramy tego, za czego ramy wyjs¢ juz sie nie da. Oto istota
sprzecznosci Russella ([6], s. 267).

5. Moisiejew nazywa zbiér Russella i podobne obiekty
L-obiektami. Sa to obiekty, ktore:

(i) zakladaja wydzielenie dwu planéw, w ktérych jeden (,,przed-
miotowy”) zawiera si¢ w drugim (,metaplanie”). W przy-
padku antynomii Russella jest to zbiér X i pewien szerszy
zbiér, do ktérego nalezy zaréwno R, i X;

(ii) charakteryzuja sie swoistym ,dazeniem” do wyjsécia poza
plan pierwszy i wymagaja (pod grozba sprzecznosci) uznania
je za nalezace do ,metaplanu”;

(iii) jednocze$nie mozna je odtwarzaé¢ dla dowolnej dziedziny,
w tym takze dla zbioru otrzymanego przez rozszerzenie
pierwszego planu.
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Podsumowujac: L-obiekty zadawane s¢ dwoma wzajemnie wy-
kluczajgcymi sie warunkami: okresleniem siebie poza planem
Lprzedmiotowym” i warunkiem rozszerzenia przedmiotowego planu
na ,metaplan”([6], s. 268).

Jednym z pierwszych L-obiektow, opisanych w literaturze filo-
zoficznej, jest platonska idea, prowadzaca do tzw. problemu trze-
ciego czlowieka. Platonski Parmenides jest zreszta w ogdle para-
dygmatycznym przyktadem analizy probleméw absolutnego.

6. Wobec tej naturalnej mozliwosci usuniecia (czy raczej —
jak si¢ okaze —,przesunigcia”) antynomii, predykat tworzacy zbiér
Russella mozna zadaé na dziedzinie uniwersum U, w ktérym moz-
na wydzieli¢ nieskoniczony ciag zbioréw Uy, Uy, Us, ..., takich, ze
U CUi+11U; #U;41,1=0,1,2,.... Jest to procedura analogicz-
na w pewnym sensie z podzialem na typy logiczne, proponowanym
przez Russella. Niech zbiér R! jest zadawany przez wlasnosé
»r nie nalezy do x i x nalezy do Up”:

Rl={z:2cUyAz ¢z} (5)

Zbiér taki nie prowadzi do sprzecznosci, wyprowadza jednak poza
Uy do zbioru, do ktérego nalezy zaréwno R jak i Uy (aby uniknaé
sprzecznoéci trzeba zatozyé, ze R nie nalezy do Up). Niech takim
zbiorem bedzie U;. Dla U; mozna jednak utworzyé nowy zbior
Russella R?, zadawany przez wlasnoéé:

RP={z:zcU Ax¢ua} (6)

R! spelia predykat zadany przez wtasnoéé zbioru R? (poniewaz
R' i Uy naleza do R?), zatem:

R'e R AR' ¢ R, (7)

(por. z formulgy (3)). R nie moze jednak naleze¢ do Uy, poniewaz
prowadziloby to do sprzecznosci. Wobec tego wyprowadza on do
kolejnego zbioru Us, ktéry zawiera R! i Uy, itd.
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Jest jasne, ze procedura ta moze by¢ powtarzana bez konca.
Dla uniwersum U,, zbiér R"*! okreéla sie predykatem ,x ¢ xAhx €
U,” . Tworzy sie nieskonczony szereg narastajacych uniwersow Uy,
Ul, UQ, ceey gdzie Uz - Ui+1 i Uz 75 Ui-i—la 1 = 0,1,2,... oraz
zbioréw R, R2,..., gdzie R® € R'™! i = 1,2,.... W ogélnym
przypadku formula (7) przybiera postaé:

R" ¢ R"AR" € R", (8)
ktora jest prawdziwa dla dowolnych n =1,2,....

Korzystajac z procedury proponowanej przez Moisiejewa (sfor-
mulowanej w [1] i oméwionej w [5] i [6]), mozna budowa¢ ciagi skia-
dajace sie z formut jezykéw pewnych teorii. Nad formalng teoria
T mozna skonstruowaé — jako jej rozszerzenie — L-sprzeczng teorie
T, ktéra jest definiowana jako zbiér ciaggéw z granicami formut
z teorii T' w jezyku L(T'). Posiadajacy granice ciag formul teorii
T typu {A,}1=° nazywa si¢ teza teorii T™ jesli istnieje pewne
m > 0 takie, ze dla dowolnego n > m formula A, jezyka L(T)
jest teza teorii T'. Teza teorii T™ (czyli ciag formul z granica) na-
zywa sie L-sprzecznoscig jesli jej granica rowna sie A A —A, gdzie
A jest formula jezyka L(T). W pracy [1] podane sa dowody nie-
sprzeczno$ci i pelnosci T%, o ile niesprzeczna i pelna jest teoria
T. Ciag zbudowany na tej zasadzie z formuly (8) przedstawia sie
nastepujaco:

{R" ¢ R" AR" € R"T1}n=c, (9)

Kazdy element tego ciggu sktada sie z koniunkcji dwéch praw-
dziwych sadéw, z ktorych jeden jest ,staba’ negacja drugie-
go (tzn. rézni sie¢ od drugiego elementu koniunkcji ,przesunie-
ciem” indeksu, patrz [6], s. 332) i sam jest zdaniem prawdzi-
wym. Ciag ten ma granice, przy ktorej dochodzi do sprzecznosci:
R>® € R™® A R*® ¢ R. Takie granicznie sprzeczne formuly, de-
dukowalne ze specjalnych rozszerzen formalnych teorii, Moisiejew
nazywa L-sprzecznosciami. Logika L-sprzeczno$ci nie jest sprzecz-
na z tradycyjna logika, stanowi tylko jej rozszerzenie i dopelnienie
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o ciagi formut z granicami, podobnie jak zbiér liczb wymiernych
moze by¢ poszerzony o liczby niewymierne do zbioru liczb rzeczy-
wistych. Sprzecznoéé¢ zostaje ,zneutralizowana” w formie ciagéw
formut i pojawia sie dopiero w ich granicach.

Otrzymanie L-sprzecznosci jest $wiadectwem obecnosci nietry-
wialnych sprzecznosci, majacych ,dialektyczny” charakter. Jak zo-
stanie pokazane w punkcie 9, otrzymanie jej w przypadku zbioru
Russella zwigzane jest z tym, ze struktura antynomii Russella jest
izomorficzna ze struktura wielu filozoficznych antynomii, nie wy-
taczajac Kantowskich.

IT. Twierdzenie Godla

7. Ta sama struktura obecna jest w przypadku twierdze-
nia Godla. Niech teoria T° jest niesprzecznym, rekursywno-—
akjomatyzowalnym rozszerzeniem formalnej arytmetyki liczb na-
turalnych. W tym wypadku — zgodnie z twierdzeniem Godla
o niezupelnosci — dla tej teorii istnieje niedowodliwe prawdziwe
Godlowskie zdanie GV, gloszace swojg niedowodliwoéé w T°. Teo-
rie T° mozna rozszerzy¢ przez dotaczenie do jej aksjomatéw zdania
GY i otrzymang nowa teorie oznaczyé¢ T'. Wéwczas:

¥ G AT GO, (10)

Teoria zawierajaca arytmetyke jest jednak zasadniczo niezu-
petna. Gdybysmy bowiem powiekszyli pierwotny zbior aksjomatow
o formule G [w tym przypadku chodzi o G — P.R.], to w systemie
opartym na tej wzbogaconej aksjomatyce mozina by zbudowacé inng
prawdziwg, lecz nierozstrzygalng formule arytmetyczng; konstruk-
cja takiej formuly polegataby po prostu na powtdrzeniu w nowym
systemie procedury zastosowanej w systemie pierwotnym w celu
zbudowania formuly prawdziwej lecz nierozstrzygalnej. Fwentualne
dalsze wzbogacenie systemu wyjSciowego nie zmieni sytuacyi; praw-
dy nierozstrzygalne zawsze bedzie mozna sformutowaé ([4], s. 66).
Teoria T takze jest niesprzecznym rozszerzeniem arytmetyki, wo-
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bec czego istnieje zdanie Godlowskie G takie, ze nie jest ono do-
wodliwe w T'. G' takze mozna dolgczyé do T' otrzymujac T2,
notabene niesprzeczne rozszerzenie arytmetyki. Procedure te moz-
na powtarza¢ w ten sam sposoéb, jak miato to miejsce z ,poszerza-
jacym sie” uniwersum w przypadku zbioru Russella (wyobrazenie
0 rozszerzajacym sie uniwersum ma czysto heurystyczny charak-
ter). Dla dowolnych n =0,1,2,... (10) przybiera ogblna postac:

T F G AT - Gn. (11)

Postepujac w ten sposéb otrzymuje sie nieskoniczony ciag teo-
rii 79, TV, 72,..., gdzie T® C T*1 i TV # T 4 =0,1,2,...,
a teoria TFT1 jest otrzymana z T* przez dodanie do niej zdania
G* jako nowego aksjomatu oraz nieskonczony cigg Godlowskich
formut G°, G, G?,. ... Postepujac analogicznie jak w punkcie 6,
mozna zbudowaé nastepujacy ciag formut:

{T" ¥ G" AT - Gy (12)
W swojej granicy ciag ten osiaga sprzeczng formute T° ¥ G A
T+ G*, co swiadczy o jego L-sprzecznym charakterze.

Inna, bardziej zlozona procedure, operujaca pojeciem
n-rekursywno$ci, proponuje dla wyrazenia L-sprzecznego charak-
teru twierdzenia Godla W. Moisiejew (por. [6] i [7]).

8. W twierdzeniu Godla role L-obiektu spelnia zdanie
Godlowskie G. Zdanie to, podobnie jak zbiér R,

(i) sklania do oddzielenia dwu planéw: biezacej teorii 7™ w kt6-
rej sie pojawilo i teorii 77!, ktéra powstaje po przylaczeniu
go do aksjomatow;

(ii) ,wyprowadza” poza posiadana teorie, domagajac sie wlacze-
nia w sklad aksjomatéw. Nie ma tego problemu — analogicz-
nie jak w przypadku antynomii Russella — jesli zgodzi¢ sie
na sprzecznosc;

(iii) odtwarza si¢ dla kazdej takiej teorii (por. punkt 5).
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Analogia z antynomia Russella wymaga jeszcze wskazania na
sprzecznos$é, do ktorej prowadzi ,,naiwne” podejscie do twierdzenia
Godla w matematyce. Historycznie takie ,naiwne” podejscie nie
zaistnialo, ale jest mozliwe do pomyslenia w analogii do antynomii
Russella. Sprzecznos¢ pojawia sie wraz z naturalng sktonnoscia,
aby zdanie G° wywieéé z aksjomatéw teorii T0: w ramach naiw-
nego podejscia zdanie Godlowskie powinno byé wlgczone w sktad
twierdzen teorii ([6], s. 337). Gdyby G° bylo udowodnione w T°, to
teoria T° bylaby sprzeczna (poniewaz wéwczas — jak pokazal Gédel
— datoby si¢ udowodnié i (=G?), analogicznie jak rzecz ma si¢ ze
zbiorem Russella w naiwnej teorii mnogoéci. Jest to ta sama struk-
tura, ktéra ,wypycha” G, podobnie jak zbiér R, z granic ,pierw-
szego planu” teorii. Ale usuniecie G° sposréd twierdzen TV dla
ratowania jej niesprzecznosci jest juz swiadectwem nie—naiwnego
podejscia. A wiec — powiada Moisiejew — zdanie Gédlowskie gra
w teorii elementarnej matematyki tg samg role co zbior Russella
w teorii mnogosci ([6], s. 338).

ITI. Logika absolutnego

9. Istnieje niezaprzeczalne podobienstwo — wskazane przez
A. Churcha — miedzy préba usuniecia antynomii Russella w teorii
typéw a stworzeniem hierarchii jezykow przez Tarskiego, ponie-
waz przypuszczalnie nie robi to wiekszej roznicy, czy ma ste hie-
rarchie wyrazen w jednym jezyku czy hierarchie réznych jezykow
([3], s. 661). Podobienstwo to obejmuje takze problemy zwiazane
z twierdzeniem Godla. Wewnetrzna struktura antynomii Russella,
twierdzenia Godla i twierdzenia Tarskiego odtwarza szczegdlng lo-
gike filozoficznych antynomii zwigzanych z pojeciem absolutnego.
Ich ogélna struktura jest wspélna dla wielu antynomii filozoficz-
nych. W szczegélnosci zbior Russella przy pewnych dodatkowych
umowach w pelni wyraza budowe wielu antynomicznych obiektow
nalezgcych do dialektycznej tradycji w filozofii ([6], s. 265). Ta do-
datkowa umowsg jest ograniczenie dziedziny rozwazan do uniwer-
sow, w ktérych wystepuja tylko zbiory niezwrotne, czyli te, ktore
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nie sg wlasnymi elementami. Zbiér R staje si¢ wtedy analogonem
Ltotalnych pojeé¢” takich, jak $wiat, przestrzen, czas, Swiadomo$é
itp. W ten sposéb odtworzy¢ mozna strukture pierwszej antynomii
Kanta z Krytyki czystego rozumu, ktéra jest izomorficzna do ta-
kiej wersji antynomii Russella, gdzie odpowiednikiem ,x € R” jest
»T jest ograniczone”. Podobnie mozna odniesé sie np. do stawnego
paradoksu kamienia, problemu zta i dobroci Boga itd.

Omawiana struktura odtwarza sie takze w przypadku wtasci-
wego problemu logiki absolutnego, ktory bierze sie z samego okre-
slenia Absolutu jako — z jednej strony — wolnego od tego, co in-
ne, z drugiej za$ strony — jako pelni wszelkiego bytu, wlaczajac
takze to, co inne. Paradoks absolutnego moze bycé sformutowany
na wiele réznych sposobow, ale w kaZdym z nich odtwarza sie ko-
niecznosé jednoczesnej podwadjnej relacji absolutnego do wzglednego
(warunkowego) bytu — relacji zawierania i utoZsamienia absolut-
nego z tym, co wzgledne, oraz relacji ich wykluczania ([5], s. 2).
Po oddzieleniu Absolutu (rozumianego jako zrédlo bytu) od bytu,
ktoéry jest jego ontologiczna projekcja, pojawia si¢ problem warun-
kow, w ktérych ta projekcja zostata uzyskana. One jednak takze
maja swe zrodlo w Absolucie (ktéry jest przeciez pelnia bytu).
To z kolei generuje problem warunkéw powstania tych warunkéw
itd. To, co bylo brane za bezwarunkowe na jednym etapie, okazuje
sie wzgledne w perspektywie ,rozszerzonego” uniwersum. Odtwa-
rza si¢ struktura znana z antynomii Russella i twierdzenia Godla.
Przedstawiona tu metoda pracy z podobnymi problemami moze
by¢ wykorzystana do modelowania filozoficznych koncepcji Abso-
lutu, co zostato uczynione np. w przypadku rozbudowanej koncep-
cji Solowjowa i jego kontynuatoréw (w [6]).



110 | Pawel Rojek

Literatura

[1] V. I. Moiseev, ,,About Some Properties of L-incositent The-
ories”, preprint 2001.

[2] V. I. Moiseev, ,,To basic definitions of Logical Topology”, [w:]
Smirnov’s Readings. 4th International Conference, Moscow:
Russian Academy of Sciences 2003, ss. 84-85.

[3] U. Nortmann, ,Paradoxes”, [w:] H. Burkhardt, B. Smith
(eds.), Handbook of Metaphysics and Ontology, vol. I,
Miinchen: Philosophia Verlag 1991, ss. 658—661.

[4] E. Nagel, J. R. Newman, Twierdzenie Gédla, przel. B. Stanosz,
Warszawa: PWN 1966.

[5] B. Y. Moucees, ,Jloruka a6comornoro”, preprint 2000.
[6] B. 1I. Moucees, ,Jloruka sceemuuctsa’”, Mocksa: Per Se 2002.

[7] B. Y. Moucees, ,Marematuueckas noruxa’, Bopomex: BIY,

1999.

[8] II. ®nopencknii, ,,Cromm u yTeepsmeHue uctwHbl , Mocksa:

M3n. ACT 2003.



