Semina OJ Nr 3
Scientiarum 2004

Wojciech Zatuski

O dwobch aksjomatach teorii zbioréw
w konteksScie sporu o hipoteze continuum

Uwagi wstepne

Trwajacy od przeszto wieku spér o hipoteze continuum, w kté-
rym kluczowa role odegrali Georg Cantor, Kurt Godel i Paul Co-
hen, dotyka fundamentalnych zagadnien teorii mnogosci. Jednym
z nich jest pytanie o status i prawomocno$é niektérych jej ak-
sjomatéw. Spoérdd aksjomatdéw teorii mnogodci tworzacych tzw.
system ZFC! szczegdlnie kontrowersyjny okazal sie aksjomat wy-
boru: jego przyjecie jest wprawdzie konieczne dla udowodnienia
wielu twierdzen matematycznych, jednak z uwagi na swdj specy-
ficzny? charakter zostal on odrzucony przez wielu matematykéw,
ktérzy podjeli proby jego ,ostabienia” lub zastapienia innymi ak-
sjomatami. W niniejszej pracy chcemy zwrdcié¢ szczegdlng uwage
na jedna z wysunietych propozycji — mianowicie na aksjomat de-
terminacji, ilustrujacy ciekawe zwigzki miedzy teoria gier a teoria
mnogosci.

Hipoteza continuum a aksjomat wyboru

Whprowadzenie aksjomatu wyboru do systemu aksjomatow teo-
rii mnogosci bylo $cidle zwiazane z prébami udowodnienia hipotezy

10d nazwisk jego twércéw: Zermelo i Fraenkla; C oznacza dodany aksjomat
wyboru (aziom of choice).

2 Antycypujac dalsze rozwazania, wyjasnijmy, iz owa, ,specyfika” aksjomatu
wyboru jest jego niekonstruktywnosé — pozostate aksjomaty teorii zbioréow sa
konstruktywne.
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continuum postawionej przez Cantora. Analiza aksjomatu wyboru
moze by¢ zatem w pelni klarowna tylko wtedy, jesli przeprowadzi
sie ja w kontekscie sporu o hipoteze continuum.

Ot6z, jak wykazata wspomniana analiza, najmniejsza poza-
skonczona liczbg kardynalna? jest liczba kardynalna zbioru liczb
naturalnych (oznaczana jako N, czyli alef zero*). Ponadto, dla
kazdego zbioru istnieje zawsze zbiér od niego liczniejszy, ktorym
jest zbior wszystkich jego podzbioréw, zwany zbiorem potegowym.
Liczba kardynalna odpowiadajaca continuum wynosi ¢ = 280, jest
zatem réwna liczbie 2 podniesionej do potegi bedacej licznoscia
nieskoficzonego zbioru liczb naturalnych®. Pytanie, ktére zadal
Cantor, brzmi: czy istnieje inna pozaskonczona liczba kardynal-
na — inny alef — ktéry lezy miedzy alef zero i pozaskonczona
liczba kardynalna odpowiadajaca continuum? Odpowiedz nega-
tywna na to pytanie jest wlasnie hipotezg continuumb®.
Problem dostrzezony przez Cantora mozna, jak widzimy, wypo-

3Liczba kardynalna, moc zbioru i licznoéé sg terminami réwnoznacznymi;
dwa zbiory X i Y posiadaja te sama liczbe kardynalna, gdy sa réwnoliczne,
tj. gdy istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru X na zbiér Y.
Liczba kardynalna zbioru pustego jest 0, liczbg kardynalng zbioru skonczone-
go jest ilos¢ elementéw tego zbioru, czyli dana liczba naturalna — por. np.
Kuratowski 1966.

4 Alef (R) jest pierwsza litera alfabetu hebrajskiego. Indeksowanymi alefami
Cantor oznaczal kolejne pozaskoiniczone liczby kardynalne (ta konwencja jest
obecnie powszechnie przyjeta). O mistycznych korzeniach badan nad nieskon-
czonoscig, zglebianiu tajemnic Kabaty jako inspiracji tych badan, magicznej
aurze, jaka otoczona jest w tradycji hebrajskiej litera N bardzo interesujaco
pisze Aczel (Aczel 2002).

SW identyczny spos6b mozemy tworzyé coraz liczniejsze zbiory, np. aby
skonstruowac zbiér potegowy liczb rzeczywistych, bierzemy pod uwage wszyst-
kie jego podzbiory — w rezultacie otrzymujemy zbiér d, ktérego licznosé¢ wyno-
si 2% te procedure mozna iterowaé i w efekcie dochodzimy do coraz wiekszych
liczb kardynalnych. Liczby te ciagna si¢ w nieskonczonosé, nie istnieje wiec
najwieksza liczba kardynalna (dla kazdej liczby kardynalnej mozemy utworzy¢
liczbe kardynalna od niej wyzsza, bedaca jej zbiorem potegowym).

SHipoteza continuum méwi zatem, ze moc zbioru typu continuum wynosi
alef jeden, czyli jest najmniejsza liczba kardynalna wieksza od mocy zbioru
liczb naturalnych.
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wiedzie¢ w prostym jezyku tak, iz na pierwszy rzut oka nic nie
wskazuje na to, ze siega on samych podstaw matematyki i dotyka
fundamentalnych zagadnien filozoficznych.

Jesli hipoteza continuum bylaby zdaniem prawdziwym, to
¢ mozna by oznaczy¢ jako Wi, a wiec jako pozaskonczona licz-
be kardynalng wystepujaca bezposrednio po alef zero, ktéry jest
najnizszym rzedem nieskoniczonosci. Hipoteze continuum wyraza
zatem réwnoéé: 280 = Ry, za§ — po uogdlnieniu dokonanym przez
Hausdorffa — réwnoéé: 2% = R, 11 (jest to tzw. uogélniona hi-
poteza continuum taczaca kazdy alef z alefem, ktory bezposrednio
go poprzedza). PrzejdZzmy teraz do kwestii zwiazanych z dowodli-
woscig hipotezy continuum.

Otéz, warunkiem wstepnym, ktéry musi by¢ spelniony, by moc
w ogdble podejmowaé proby udowodnienia tej hipotezy, jest znale-
zienie reguty pozwalajacej poréwnywaé pozaskonczone liczby kar-
dynalne” (z faktu, iz taka regula istnieje, wynikaloby, iz kazda
z owych liczb przynalezy do skali aleféw Ny, No, N3,..., N, kt6-
ra Cantor oznaczyl symbolem taf®). Zatem kazda pozaskonczona,
liczba kardynalna znajdzie swoje miejsce w skali taf pod warun-
kiem, iz istnieje sposdéb poréwnywania wszystkich mozliwych par
tychze liczb, tj. jesli dla dowolnych dwdéch pozaskonczonych liczb
kardynalnych jedna z nich jest réwna lub wieksza od drugiej”.
Zachodzenie tej relacji takze dla pozaskonczonych liczb kardynal-
nych gwarantuje twierdzenie o dobrym porzadku, ktére glosi,
ze kazdy zbior daje sie dobrze uporzgdkowad, a zbior dobrze upo-
rzgdkowany to taki, ktorego kazdy niepusty podzbior ma element
najmniejszy'®. Gdyby twierdzenie to okazalo sie prawdziwe, to

"Por. Aczel 2002.

8Bedacym ostatnia liczbg alfabetu hebrajskiego.

W takiej relacji pozostaja np. dwie dowolne liczby rzeczywiste.

0Aczel 2002, s.139. Zatem jesli mamy zbiér ztozony z dwdch ele-
mentéw {1,2}, to zbiér wszystkich jego podzbioréw ma cztery elementy:
0,{1},{2},{1,2}; kazdy z niepustych podzbioréw ma element najmniejszy;
sg nimi odpowiednio 1,2,1. Warto podkresli¢, ze zbiér liczb rzeczywistych nie
jest dobrze uporzadkowany: nie da sie¢ wskazaé dla danej liczby rzeczywistej
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pozaskonczone liczby kardynalne tworzytyby skale zbioréw dobrze
uporzadkowanych; w takiej sytuacji aby dowieé¢ hipotezy conti-
nuum, nalezaloby wykazaé¢, ze liczba kardynalna odpowiadajaca
continuum jest w skali taf druga pozaskonczong liczba kardynal-
na, czyli V. Jak pisze Aczel: widzimy zatem, Ze hipoteza continuum
moze byc spetniona tylko wtedy, jesli kazda pozaskoniczona liczba
kardynalna bedzie jednym z alefow Cantora; a do udowodnienia te-
go koniecznego warunku trzeba bylo wykazad, zZe kazdy zbior mozna
dobrze uporzadkowacé''. Dowéd twierdzenia o dobrym porzadku'?
zostal podany w roku 1904 przez Zermelo, ktory postuzyl si¢ w nim
aksjomatem wyboru.

Aksjomat wyboru's:

Jezeli R jest rodzing zbioréw, zaden z tych zbioréw nie jest pu-
sty i zadne dwa zbiory nalezace do tej rodziny nie majg wspdl-
nych elementéw, to istnieje taki zbiér (zwany selektorem), ktory
zawiera dokladnie po jednym elemencie z kazdego zbioru nale-
zacego do rodziny R.

ani liczby bezposrednio po niej nastepujacej, ani jej poprzedzajacej; ponadto
miedzy dwie dowolne, rézne liczby mozna wstawic¢ nieskonczenie wiele innych
liczb, a zbiér ograniczony z dotu moze nie mieé¢ elementu najmniejszego (np.
przedzial (0;1)). Nie jest zreszta dobrze uporzadkowany réwniez zbidr liczb
catkowitych, gdyz nie ma on elementu najmniejszego.

HAD Aczel, Tajemnica aleféw. Matematyka. Kabala i poszukiwanie nie-
skonczonoséci, Rebis, Poznan 2002, s.142.

127 twierdzenia Zermelo wynika np., ze takze liczby rzeczywiste mozna do-
brze uporzadkowaé, a wiec tak, izby dla kazdego elementu istnial element
nastepny; nie ma jednak konkretnej metody wskazujacej, jak to zrobié; inaczej
jest w przypadku liczb catkowitych, ktére mozna dobrze uporzadkowaé w na-
stepujacy spos6b: 0,1, —1,2, -2, ... — kazdy podzbiér tego ciagu ma element
najmniejszy, a wiec w przypadku kazdej liczby wiadomo, jaka po niej nastgpi.
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Kontrowersje wokoét aksjomatu wyboru

Niebawem po sformutowaniu przez Zermelo dowodu twierdze-
nia o dobrym porzadku rozpoczeta sie burzliwa dyskusja na temat
zasadnoéci przyjecia aksjomatu wyboru. Krytycy tego aksjoma-
tu zwrocili uwage na fakt, iz nie jest rzecza oczywista, ze wybor
elementéw ze zbioréw nalezacych do danej rodziny jest mozliwy,
jesli zbioréw tych jest nieskonczenie wiele; sam Zermelo nie zdo-
tal np. podaé¢ zadnej reguly wskazujacej, w jaki sposéb mozna
by przeprowadzi¢ 6w nieskonczony ciag wyboréow. W istocie ca-
ly problem dotyczyl tego, jak nalezy rozumieé¢ wyrazenia, ktore
moéwiag o istnieniu bytéw matematycznych. Przeciwnicy wiacza-
nia aksjomatu wyboru — mimo jego intuicyjnej oczywistosci —
do zestawu aksjomatéw teorii mnogosci reprezentowali nurt intu-
icjonistyczny w filozofii matematyki, w ramach ktérego istnienie
bytéw matematycznych utozsamia sie z mozliwoscia ich efektywne-
go skonstruowania. Nic wiec dziwnego, ze odrzucali oni aksjomat
wyboru, ktory nie dostarcza zadnych algorytméw wyboru zbioru
reprezentantéw (czyli selektora), lecz tylko stwierdza jego istnienie
(jest zatem niekonstruktywny).

Dodajmy, ze matematycy sformutowali wiele twierdzen réwnowaznych ak-
sjomatowi wyboru; jednym z nich okazalo sie twierdzenie o dobrym uporzad-
kowaniu, ktére, jak pisze Aczel, zostalo od razu uznane za podejrzane, gdyz
uwierzenie w jego dowod bylo réownoznaczne z przyjeciem, Ze istnieje mozli-
wosé wybierania elementu ze zbioru nieskoriczenie wiele razy'*; inne réwno-
wazne twierdzenia to lemat Kuratowskiego—Zorna'®, twierdzenie Tichonowa
o produkcie przestrzeni topologicznych, lemat Teichmiillera—Tukeya, czy ak-

sjomat multiplikatywny Russella'®. Cecha wsp6lna wszystkich tych twierdzen,

M Aczel 2002, s. 142.
5Méwi on, ze je$li A jest rodzing zbioréw o nastepujacej wlasnodci:
Ux)ea
XeB
wyboru dla rodziny P(A)—{@}, to istnieje element maksymalny w A (sformu-
towanie to pochodzi z Kuratowski 1966).
16Por. Marciszewski (red.) 1988, s. 141.

dla kazdej monotonicznej rodziny B C A i jesli istnieje funkcja
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ktora czyni je ,podejrzang” w oczach wielu matematykéw, jest fakt, iz naleza
one do tzw. twierdzen egzystencjalnych, tj. takich, ktére podaja tylko warunki

istnienia jakiegos$ obiektu, nie wskazuja natomiast metody jego konstrukcji.

Przeciwnicy dotaczania aksjomatu wyboru do systemu
Zermelo—Fraenkla zwrécili takze uwage na fakt, ze aksjomat ten
prowadzi do paradoksalnych konsekwencji. Stwierdza on miano-
wicie istnienie zbioréow i funkcji niemierzalnych, tj. gwarantuje,
ze istnieje (choé¢ oczywiscie nie podaje metody jego konstrukeji)
zbiér na plaszczyznie, ktérego pola nie da sie okredli¢ oraz zbior
w przestrzeni tréjwymiarowej, ktérego objetosci rowniez nie moz-
na okresli¢. Na tezie o istnieniu takich zbiorow oparte jest stynne
twierdzenie Banacha—Tarskiego o paradoksalnym rozkladzie ku-
li, ktére przewiduje mozliwosé rozktadu kuli o danym promieniu
na pewna skonczona liczbe czesci w taki sposéb, ze da si¢ z nich
nastepnie ztozy¢ dwie kule o identycznym promieniu jak kula pier-
wotna; kule rozbija sie wlasnie na zbiory niemierzalne (a nie na
wzwykte kawalki”), ktérych istnienie gwarantuje aksjomat wybo-
ru'?.

Zanim przejdziemy do omoéwienia aksjomatu determinacji, kto-
ry mial zastapi¢ problematyczny aksjomat wyboru, przedstawimy
dalszy ciag zmagan matematykéw z hipoteza continuum, tworza-
ca tto i niezbedny kontekst dla naszych rozwazan po$wieconych
dwoém aksjomatom teorii zbiorow.

O dalszych losach hipotezy continuum

Dalsze badania wykazaly, ze w ramach aksjomatyki ZFC nie
da sie ani udowodnié¢ ani obali¢ hipotezy continuum — jest zatem
zdaniem nierozstrzygalnym'®, tj. takim, o ktérym — na podstawie
przyjetego systemu aksjomatéw — nie mozemy powiedzieé, czy

"Warto réwniez dodaé, ze zbiory niemierzalnesprawiaja szczegélne klopoty
np. przy rozwigzywaniu zadan z rachunku catkowego.

18 Jest to zatem jeden z argumentéw przeciw programowi Hilberta, zgodnie
z ktérym w matematyce nie moze by¢ zadnego ignorabimus.
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jest prawdziwe, czy falszywe. Przedstawmy w zarysie przebieg tych
badan.

Ot6z najpierw Godel dowidédl, ze zatozenie o prawdziwosci hi-
potezy continuum i aksjomatu wyboru nie jest sprzeczne z pozo-
stalymi aksjomatami teorii mnogosci'®, nie moze wiec by¢ obalone;
okazalo sie zatem, ze hipoteza continuum i aksjomat wyboru moga
by¢ dotaczone do systemu aksjomatéw teorii mnogosci. Oczywiscie
dowdd Godla nie rozstrzygal o prawdziwosci hipotezy Cantora —
jak pisze Aczel: wynik Godla byl polowq dowodu, Ze hipoteza con-
tinuum i aksjomat wyboru sq niezaleine od reszty matematyki®Y;
ndruga czes¢” dowodu przeprowadzit Cohen, ktory, postugujac sie
metoda tzw. forcingu®!, wykazal, ze aksjomat wyboru i hipoteza
continuum nie wynikaja z pozostatych aksjomatéw, sa wiec od nich
niezalezne?? (zatem ani dotaczenie hipotezy continuum do systemu
ZF, ani dolaczenie jej negacji nie rodzi w nim sprzecznoéci)?.

Widzimy zatem, ze hipoteza continuum jest jednym ze zdan
nierozstrzygalnych (ktérych dotyczy stynne twierdzenie Godla
o niezupelnosci). Oczywiscie twierdzenie Godla nie wyklucza tego,

19V dzienniku Godla, ktéry po sformutowaniu twierdzenia o niezupelodci
zajal sie problemem continuum, odnajdujemy taki zapis: Kont. Hyp. im we-
sentlichen gefunden in der Nacht zum 14 und 15 Juni 1937 — por. Aczel 2002
oraz Godel 1947.

20 Aczel 2002, s. 167.

#10to jak (bardzo szkicowo) charakteryzuje te metode Aczel (2000, s. 176):
Forcing to wymuszanie na zbiorze postulatéw przyjmowania jednej z dwdch
wartosci; nastepnie stopniowo przechodzi sie z rodzinami zbioréw i prawami
logicznymi, ktore ich dotyczq, do coraz wiekszych zbiorow, w ktorych prawa te
nadal obowigzujqg. Manipulowanie postulatami w ramach wiekszego systemu lo-
gicznego pozwala dowiesé, Ze hipoteza continuum jest niezalezna od aksjomatow
teorii mnogosci.

22Ujmujac rzecz $cislej: aksjomat wyboru jest niezalezny od aksjomatéw
teorii mnogosci, zas hipoteza continuum jest niezalezna od aksjomatéw teo-
riomnogosciowych takze z wlaczonym aksjomatem wyboru.

ZWarto dodaé, ze juz Goédel — kilkanascie lat po udowodnieniu niesprzecz-
nosci hipotezy continuum — wyrazil przypuszczenie, ze jest ona takze niezalez-
na; przypuszczenie to, jak wiemy, zostalo potwierdzone, przez dowéd Cohena
— por. Godel 1947.



130 Wojciech Zatuski

ze w ramach bogatszego systemu aksjomatow da sie dowieéé, ze
badz hipoteza continuum badZ jej negacja jest prawdziwa. War-
to zauwazy¢, ze sam Godel, jak wiadomo zwolennik platonskiego
realizmu, byl przekonany o sensowno$ci poszukiwan aksjomatéw,
ktére pozwolityby pelniej opisaé, jego zdaniem istniejacy obiek-
tywnie, swiat struktur matematycznych i tym samym rozwiazaé
rozne ,otwarte” problemy matematyczne, m.in. witasnie problem
hipotezy continuum. W swojej przelomowej pracy?! z 1938 ro-
ku Godel wyrazil poglad, ze naturalnym uzupelnieniem aksjoma-
téw teorii mnogoéci moze by¢é aksjomat konstruowalnosci®®, ktory
w polaczeniu z systemem ZF pozwala dowies¢ aksjomatu wyboru
i uogdlnionej hipotezy continuum. Jak pisze jednak Cohen, jest
mato nadziei na to, Ze aksjomat taki zostanie zaakceptowany ja-
ko intutcyjnie oczywisty; bardziej prawdopodobne wydaje sie raczej
to, e jako aksjomat zostanie zaakceptowana jego negacja®; dodaé
zresztg nalezy, ze juz w artykule z 194727 roku Godel zmienit zda-
nie, twierdzac, ze aksjomat konstruowalnosci nie doprecyzowuje
pojecia zbioru nieskonczonego w odpowiedni sposob.
Podsumowujac te krotka dygresje na temat hipotezy continu-
um, trzeba podkredli¢, ze — w odrdznieniu od Cantora — zaréwno
Cohen, jak i Godel (mimo pewnych wahan zwiazanych z przej-
Sciowa akceptacja aksjomatu konstruowalnosci) nie wierzyli w jej
prawdziwo$¢. Cohen uwazal na przyktad, ze continuum, skonstru-
owane przy pomocy aksjomatu zbioru potegowego, jest nieosiggal-
ne drogg konstrukcji opartej na aksjomacie zastepowania®®, jest
zatem zbiorem na tyle bogatym, ze nalezy go traktowac jako zbior

*4Godel 1938.

25Glosi on, ze kazdy zbidr jest konstruowalny (czyli,ze V. = L, gdzie V ozna-
cza uniwersum wszystkich zbioréow, za§ L — uniwersum zbioréw konstruowal-
nych).

26Cohen 1971, (w przektadzie polskim), s. 131.

*"Godel 1947.

280to jego tresé: jezeli A jest zbiorem i kazdemu elementowi zbioru A przy-
porzadkowano jaki$ element (nalezacy do A lub nie), to wszystkie przyporzad-
kowane elementy tez tworza zbiér — por. Kuratowski 1966.
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wickszy niz Nq, X, R, itd.??; natomiast Godel wskazywal na nie-
intuicyjny charakter niektérych konsekwencji tej hipotezy np. na
fakt, iz wynika z niej istnienie ,matych” zbioréw mocy continu-
um oraz podkreslal, iz zadne wiarygodne zdanie nie implikuje tej
hipotezy®. Jednak, jak zaznacza Wojtowicz, argumenty te nie sq
powszechnie wwazane za rozstrzygajace dyskusje3t.

Aksjomat determinacji zamiast aksjomatu wyboru?

Problemy, jakie niesie z soba przyjecie aksjomatu wyboru,
sktonily wielu matematykéw do poszukiwania alternatywnych ak-
sjomatéw, ktére moglyby zostaé¢ dotaczone do systemu Zermelo-
Fraenkla. Jedna z najbardziej interesujacych propozycji jest tzw.
aksjomat determinacji*?, oparty na pewnej grze wymyolonej przez
Stefana Banacha. Oto zasady tej gry®>: dwoéch graczy wybiera na
przemian jedng z cyfr od 0 do 9, tworzac w ten sposéb pewien
ich nieskoniczony ciag np. 8,5,3,4,..., ktéoremu odpowiada licz-
ba z przedziatu [0, 1] o rozwinieciu dziesietnym danym przez 6w
ciag, np. 0,8534.... Przed rozpoczeciem gry gracz I wybiera pe-
wien podzbiér A odcinka [0, 1] i usituje doprowadzi¢ do tego, aby
wygenerowana wspélnie z graczem II liczba znalazla sie w tym
zbiorze; natomiast gracz Il dazy do tego, aby wyprodukowana
liczba nie znalazta sie w tym zbiorze A. Gra Banacha — oznacza-
na dalej jako I' 4 — stanowi przyktad gry nieskonczonej w postaci
ekstensywnej®!. Czy ktérykolwiek z graczy ma w tej grze stra-

29Cohen dodawal jednak, ze takie rozwazania s ,czysta spekulacja” — por.
Cohen 1971.

30Przeglad argumentéw za i przeciw prawdziwosci hipotezy continuum moz-
na znalezé w Wojtowicz 2002, s. 128—-137.

31Wojtowicz 2002, s. 125.

320 tym aksjomacie, sformulowanym notabene przez polskich matematykéw
Mycielskiego i Swierczkowskiego, napisano m. in. [it] is the most interesting
alternative to the axiom of choice — Jech 1977, s. 365.

33Por. Malawski, Wieczorek, Sosnowska 1997, s.183 oraz Jech 1977, s. 369.

34Postaé ekstensywna gry to po prostu rozbudowany graf lub rozgalezione
drzewo ilustrujace wszystkie mozliwe przebiegi danej gry wieloetapowej. Takie
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tegie wygrywajaca? OdpowiedZ na to pytanie zalezy od rodzaju
zbioru A: jesli zbiér A bedzie np. zbiorem liczb majacych cyfre 2
na drugim miejscu po przecinku, to zwyciezca bedzie oczywiscie
gracz 1T jedli za$ bedzie to np. zbiér liczb majacych cyfre 8 na
siddmym miejscu po przecinku, to zwyciezy gracz I. Gra I'4 jest
zdeterminowana, je$li jeden z graczy ma w niej strategie
wygrywajaca’S.

Aksjomat determinacji®”:

dla kazdego zbioru A, gra I'4 jest zdeterminowana.

Aksjomat determinacji jest bardzo intuicyjny; nie daje sie jed-
nak pogodzi¢ z rownie intuicyjnym aksjomatem wyboru, gdyz, jak
pisze Jech, postugujgc sie dobrym porzqdkiem zbioru wszystkich
ciggow liczb catkowitych, mozna skonstruowaé gre, ktora nie jest

drzewo lub graf konstruuje sie przez wskazanie punktu poczatkowego gry, okre-
Slenie mozliwych posunieé¢ graczy w kolejnosci: graczl — gracz2 — ewentualnie
gracz n —znéw graczl (kazdemu wierzchotkowi oprécz wierzchotka koficowego
przypisany jest dokladnie jeden gracz) az do osiggniecia jednego z punktéw
konicowych, przy ktorych znajduje si¢ opis wygranych poszczegélnych graczy;
por. np. Berninghaus, Erhhart, Giith 2002, ss. 89-113.

35W przypadajacym na niego ruchu wybierze np. cyfre 9.

36Strategia jest wyczerpujacym opisem postepowania gracza w kazdej sytu-
acji, ktéra moze zaistnie¢ w trakcie gry. Strategia wygrywajaca natomiast jest
taka strategia, ktéra prowadzi do wygranej niezaleznie od tego, jakie ruchy
wykona przeciwnik. Warto podkresli¢, ze teoria gier nie gwarantuje, ze dla
kazdej gry istnieje strategia wygrywajaca (teza o istnieniu takiej strategii dla
kazdej gry jest w istocie teoriogrowym odpowiednikiem prawa wylgczonego
$rodka); Zermelo wprawdzie dowiddl, ze wszystkie gry dwuosobowe o sumie
zerowej o skonczonej gtebokodci, tj. w ktorych kazdy z graczy ma skoniczona
liczbe strategii, sa zdeterminowane; pozostaja jednak inne typy gier, np. gry
nieskonczone, dla ktorych istnienie strategii wygrywajacej mozna co najwyzej
postulowaé, wprowadzajac aksjomat determinacji; por. np. Fudenberg, Tirole
1993, s. 13.
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zdeterminowana®®. Nalezy zatem dokonaé¢ wyboru miedzy oboma
aksjomatami, gdyz ich réwnoczesne przyjecie rodzi sprzecznosc.

%k >k

Omowilismy wyzej szereg zarzutéw, jakie wysuwa sie zwykle
przeciw aksjomatowi wyboru; pojawia sie jednak pytanie, czy ak-
sjomat ten mozna catkowicie wyeliminowaé z teorii zbiorow. Wigk-
szo$¢ matematykéw uwaza, ze nie jest to mozliwe, gdyz pelni on
zbyt doniosta role m.in. w logice matematycznej, czy takich dzia-
tach matematyki, jak algebra abstrakcyjna, analiza funkcjonalna,
teoria miary®® (jest to tzw. argument zewnetrzny za aksjomatem
wyboru, tj. wskazujacy na to, iz jest on konieczny dla nauki; argu-
mentem wewnetrznym jest wspomniana juz wczesniej intuicyjna
oczywistoéé tego aksjomatu?). Mozna jednak ostabié¢ aksjomat
wyboru, ograniczajac mozliwo$¢ wyboru tylko do niektorych sy-
tuacjit!.

,Oslabiony” aksjomat wyboru powstaje np. wtedy, gdy rodziny zbioréw
zostaja zawezone do takich, ktére s przeliczalne, a wiec réwnoliczne ze zbiorem
liczb naturalnych; innym przyktadem jest aksjomat zaleznego wyboru (aziom
of dependent choice), ktéry méwi, ze jesli pewnym elementom x jakiegos zbioru
X przyporzadkujemy niepuste zbiory F(z) i réwniez kazdemu elementowi y
kazdego zbioru postaci F(z) przyporzadkujemy pewien niepusty zbiér F(y),
to wéwczas mozna znalezé taki ciag xo,x1,x2,...,Zn, ze 1 nalezy do zbioru
F(z0), 2 nalezy do F(z1), itd. Nazwa aksjomatu pochodzi stad, ze wybor

kazdego elementu x; tego ciagu zalezy od wyboru poprzedniego elementu x;_1.

38 Using a well-ordering of the set of all sequences of integers, one can con-
struct a game that is not determined. — Jech 1977, s. 365.

39 Aksjomat wyboru jest uzywany np. w definicji ciagtoéci funkcji Cau-
chy’ego, w dowodzie twierdzenia Hahna—Banacha; wiecej przyktadéw jego za-
stosowania mozna znalezé w Murawski 2001.

49Rozréznienie to pochodzi od Maddy 1988.

“Malawski, Wieczorek, Sosnowska 1997, s. 189.
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Niekontrowersyjne aksjomaty teorii mnogoéci*?

z ostabionym aksjomatem wyboru albo aksjomatem determinacji
tworzg uktad pozwalajacy udowodni¢ wiele znanych twierdzen ma-
tematycznych®? i wyeliminowaé¢ niepozadane konsekwencje pier-
wotnego aksjomatu wyboru (taka konfiguracja aksjomatéw nie po-
zwala juz np. na przeprowadzenie paradoksalnego rozktadu kuli,
pozostaja zatem wylacznie zbiory i funkcje mierzalne). Jak pi-
sze jednak A. Wieczorek: mimo iz takim zmodyfikowanym ukla-
dem aksjomatéow mozna udowodnic prawie wszystkie znane twier-
dzenia matematyczne, ktére znajdujg zastosowanie w codziennej
praktyce (... ) sila naszego przyzwyczajenia i tradycyi jest jednak
wielka i chyba nadal, mimo zalet zmodyfikowanej aksjomatyki, be-
dziemy postugiwac sie starym wystuzonym zestawem aksjomatow
Zermelo—Fraenkla**. Opinie Wieczorka nalezy jednak skonfronto-
waé¢ z komentarzem Jecha, ktory zaznacza, ze mimo zalet, jakie
posiada aksjomat determinacji, zwlaszcza w kontekscie deskryp-
tywnej teorii zbioréw, jest on z pewnych wzgledéw problematycz-
ny, np. implikuje on osobliwg prawidlowo$¢ — mianowicie, iz Ny
i No to mierzalne liczby kardynalne, N3, N4 nie sa mierzalne, za$
Ny,1+1, Nyto znoéw sa mierzalne; co gorsza, nie jest rzecza pewna,
ze wszystkie jego konsekwencje sa niesprzeczne.

w polaczeniu

42Np. aksjomat ekstensjonalnodci sumy, zastepowania, nieskoniczonosci itd.
Stowo ,niekontrowersyjne” byé¢ moze nie jest w pelni trafne, gdyz niektore
z nich np. aksjomat wyrézniania réwniez wzbudzaja roznego rodzaju watpli-
wosci; jednak zaden z tych aksjomatéw nie byt nigdy kwestionowany z réwnie
powaznych powodéw jak aksjomat wyboru.

43Np. Jech pisze: The aziom of determinacy is particularly appreciated by
the descriptive set theorists; it implies the countable axiom of choice, and so
the basic theorems on real numbers are not affected by the absence of the axiom
of choice (...) Moreover, the aziom of determinacy settles various problems
on projective sets, like uniformization and reduction theorems — Jech 1977,
s. 366.

44\Malawski. Wieczorek, Sosnowska 1997, s. 189.
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Np. nie wiadomo, czy niesprzeczne jest twierdzenie: kazdy podzbiér N1 al-
bo zawiera zamkniety nieograniczony zbidr albo jest z nim rozlgczny™. Jech
podkresla, ze to zdanie implikuje teze, ze RNy jest mierzalng liczba kardynalna
(measurable cardinal); teza ta jest wprawdzie niesprzeczna, Jech dodaje jed-
nak, ze implikacje zdania ,kazdy podzbiér N, albo zawiera zamkniety nieogra-
niczony zbiér albo jest z nim roztaczny” zdaja si¢ by¢ duzo silniejsze (appear
to be much stronger), gdyz implikuja istnienie modeli teoriomnogosciowych

z wieloma mierzalnymi liczbami kardynalnymi.

Wazna konkluzja rozwazan Jecha jest konstatacja, ze udowod-
nienie niesprzecznosci wspomnianego twierdzenia lub twierdzen
podobnych byloby pierwszym krokiem w kierunku wykazania nie-
sprzecznosci samego aksjomatu determinacji.

Uwagi koncowe

Wspélczesna teoria mnogosci jest najczesciej interpretowana w
duchu filozoficznego realizmu®®. Inaczej méwiac: fakt, iz w wielu
przypadkach nie mozna zdefiniowa¢ funkcji pozwalajacej dokonaé
wyboru reprezentantéw z danej rodziny zbioréw, jest uznawany
przez wiekszo$¢ matematykow za nieistotny dla kwestii istnienia
selektora — zbidor 6w uchodzi za istniejgcy niezaleznie od tego, czy
da sie go skonstruowaé. Przyjecie realistycznego stanowiska w kwe-
stii istnienia obiektéw matematycznych, ktére z wielu wzgledéw
wydaje sie bardziej przekonujace niz stanowisko intuicjonistycz-
ne'’ znacznie ostabia pozycje krytykéw aksjomatu wyboru (juz
zachwiang przez fakt, iz aksjomat wyboru, jak wspominalidmy, jest
konieczny dla udowodnienia wielu twierdzen); pamietajac jednak
o wspomnianych wyzej ,,paradoksalnych” konsekwencjach tego ak-
sjomatu, za przesadng nalezy uznaé opinie, iz gdy abstrahowac od

45 Bvery subset of Ry either contains or is disjoint from a closed unbounded
set (Jech 1977, s. 366).

46por. Maddy 1988.

4Interesujaca argumentacje na rzecz realizmu prezentuje np. Roger Penrose
w swej stynnej ksigzce Nowy umyst cesarza. O komputerach, umysle i prawach
fizyki, PWN, Warszawa 2000.
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rozroznien dotyczqcych opozycji miedzy istnieniem i konstrukcjg,
aksjomat wyboru staje sie jednym z najmniej problematycznych ak-
sjomatow teorii mnogosci®®. Niemniej jednak wypada zgodzié sie
z teza, ze aksjomat determinacji nie jest autentyczna alternatywa
dla aksjomatu wyboru w ramach systemu Zermelo-Fraenkla.

“D. A. Martin, Sets versus classes, cytat za: Maddy 1988, s. 172 (w prze-
kladzie polskim).
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