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Twierdzenie Godla i marzenie Leibnizal

Podczas jednego z seminariéw z kognitywistyki prowadzacy je
prof. J. Perzanowski wypowiedzial sad, ktory pozostal dla mnie
przez jaki$ czas zagadkowy, mimo iz nie zupelnie obca byla mi
filozofia Leibniza i stawny artykul Godla ,,Uber formal unentsche-
idbare Sitze...”2. Profesor stwierdzil mianowicie, ze niestuszne
jest mniemanie, jakoby twierdzenie Godla o niezupelnosci mate-
matyki obalilo projekt Leibniza znalezienia scientia universalis —
uniwersalnej nauki postugujacej sie lingua characteristica — ide-
alnym jezykiem opisujacym calo$¢ rzeczywistosci w tak doskona-
ly sposéb, ze wszelkie rozumowania (w szczeg6lnosci filozoficzne)
mozna by sprowadzi¢ do odpowiednich obliczen przeprowadzanych
w specjalnym rachunku (calculus ratiocinator). ,Godel odkryt po
prostu zdanie przypadkowe a priori”. Odkryt zatem, jak ttuma-
czyl profesor Perzanowski, ze nie wszystkie prawdy matematycz-
ne sa konieczne. C6z to znaczy? Pytanie okazalto sie tym bardziej
niepokojace, ze konkluzje, iz twierdzenia Godla (a dokladniej pdz-
niejszy dowdd Churcha nierozstrzygalnosci rachunku predykatdw,
ktérego konsekwencja jest niezupelnosé tego rachunku) pokazaly

! Za przejrzenie tego artykutu i cenne uwagi pragne podziekowaé Panu Pro-
fesorowi Jerzemu Perzanowskiemu, Ksiedzu Doktorowi Adamowi Olszewskie-
mu i Panu Doktorowi Bartoszowi Brozkowi. Nie ponoszg oni oczywiscie odpo-
wiedzialnosci za tresé tego tekstu (niestety nie udato mi si¢ zgodzié¢ ze wszyst-
kimi ich twierdzeniami).

2K. Gédel, 7,I“Jbelr formal unentscheidbare Satze der Principia Mathema-
tica und verwandter Systeme 1”7, Monatshefte fir Mathematik und Physik,
38 (1931), ss. 173-198; angielski przeklad: ,On Formally Undecidable Pro-
positions of Principia Mathematica and Related Systems I”, The Undecidable.
Basic Papers on Undecidable Propositions, Unsolvable Problems and Compu-
table Functions, M. Davies (ed.), Raven Press, New York, 1965, ss. 5-38.
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nierealizowalnos¢ marzenia Leibniza, znalaztam w tak znakomitej
ksiazce, jaka jest Classical Recursion Theory P. Odifreddiego?.

Wydaje sie, ze wynik Godla godzi w Leibnizjanski plan stwo-
rzenia lingua characteristica — mozliwosci systeméw formalnych
okazaly si¢ ograniczone. Nadzieje na calculus ratiocinator zdaja
sie ostatecznie przekreslaé twierdzenia o nierozstrzygalnosci i teza
Churcha—Turinga. W ponizszym tekscie zamierzam rozwazy¢, czy
tak jest rzeczywiscie.

Przyjrzyjmy si¢ najpierw twierdzeniu Godla. Glosi ono, iz je-
sli teoria T jest niesprzeczna, ,zawiera” elementarng arytmetyke
(tzw. ,staba arytmetyke”) i jest oparta o rozstrzygalny zbiér ak-
sjomatéw, to jest ona niezupelna. Zatem w jezyku teorii 7' mozna
utworzy¢ zgodnie z regutami formacji zdanie G takie, ze ani zada-
nie G ani jego zaprzeczenie G nie sa twierdzeniami teorii 7' (nie
istnieje dla nich dowéd w T).

Na pierwszy rzut oka mozna wiec stwierdzi¢, ze rzeczywiscie
wynik ten zdaje sie zagraza¢ planom Leibniza, jego stawnemu po-
stulatowi Calculemus! Jedli filozofowie pokldciliby sie o prawdzi-
wo$¢ zdania G, ich sporu nie mozna by rozstrzygnaé przez proste
odwolanie si¢ do rachunkéw.

Jak wiadomo, nie zawsze to, co wydaje sie¢ oczywiste na pierw-
szy rzut oka, jest prawdziwe. Przyjrzyjmy sie zatem twierdzeniu
uwazniej. Do rozpatrzenia pozostaja:

e zalozenia,
e wniosek,

e dowdd.

3P. Odifreddi, Classical Recursion Theory. The Theory of Function and
Sets of Natural Numbers, Elsevier, Amsterdam — New York — Tokyo, s. 164.
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Il

Dowé6d

Dowoéd w réznych, bardziej i mniej technicznych wersjach, zo-
stal przytoczony w tym numerze czasopisma. Nadto, zeby wskazaé
na wage zalozen, ktére pragne podkresli¢, nalezaloby przesledzié
dos¢ zmudne, techniczne szczegdly, ktore stosunkowo tatwo zna-
lez¢ w ksiazkach dotyczacych teorii rekursji. Pozwole sobie zatem
pominaé¢ dowdd, odsylajac Czytelnika do literatury przedmiotu?
i proszac, by zechcial uwierzyé (lub sprawdzi¢), ze zalozenia, kto-
re ponizej rozwazam, sa w dowodzie twierdzen Goédla rzeczywiscie
konieczne.

Zalozenia

Najmniej interesujace z naszego punktu widzenia jest zaloze-
nie, by teoria T' ,zawierala” arytmetyke, choc¢ jest to wazne i cie-
kawe wymaganie. Wyrazalno$¢ arytmetyki w teorii 7' umozliwia
arytmetyzacje jezyka i metajezyka tej teorii i dalej pozwala na
diagonalizacje, ktora jest jednym z podstawowych narzedzi teorii
rekursji wykorzystywanym w dowodach nierozwigzywalnosci réz-
nych probleméw. Niemniej, skoro wedlug Leibniza rozwiazywanie
probleméw mialoby sie dokonywaé w oparciu o obliczenia, niece-
lowe wydaje sie zubazanie poszukiwanego rachunku o tak podsta-
wowe narzedzie jak arytmetyka i to nawet w znacznie okrojonej
wersji (mozna w przyblizeniu powiedzieé, ze tzw. ,staba arytme-
tyka” jest jedynie nieskonczona tabliczka dodawania i mnozenia).

Niezbyt rozsadne wydaje sie réwniez podwazenie podstawo-
wej zasady rozumowania (takze u Leibniza) — zasady niesprzecz-

4Por. np. cytowana wyzej prace Odifreddiego albo w jezyku polskim: R. Mu-
rawski, Funkcje rekurencyjne i elementy matematyki, Wyd. UAM, Poznan
2000.



142 | Maria Piesko

nosci®. Wprawdzie sprzeczna teoria jest zupetna®, ale tez, skoro
wszystkiego da sie w niej dowiesé, to i wszystkie dowody wydaja
sie bezwartoéciowe. Nie pozwalaja na odrdznienie tego, co uzasad-
nione od tego, co bezpodstawne. Nadto rachunek Leibniza miat za
zadanie opisywac rzeczywisto$¢, a ta zdaniem autora Monadologii,
jest niesprzeczna.

5Tu warto by dodaé, ze we wspélczesnej logice rozwijane sg badania rachun-
kéw z réznymi ,rodzajami sprzecznosci” (por. B. Brozek, ,Nauka w poszukiwa-
niu logiki”, Semina Scientiarum 1, 2002, ss. 2-14). Czesto jednak w dyskusjach
na temat réznych logik nieklasycznych, takze niemonotonicznych, podkresla
sie, ze logika klasyczna (z zasada niesprzecznosci) wydaje si¢ pelnié¢ wobec
nich wyrdézniona role — to w niej na przyktad przeprowadza si¢ analize ra-
chunkéw niestandardowych. Przywodzi to na mysl (dosé luzne) skojarzenia ze
zwyklym sposobem rozumowania ludzi, ktérzy niejednokrotnie uznaja sprzecz-
ne tezy, ale kiedy tylko zdaja sobie z tego sprawe, staraja sie te sprzecznosé
usunaé. Oczywiscie, ze powyzsze zestawienie jest do$¢ powierzchowne, sadze
jednak, ze za wskazang odlegla analogiag moze sie ukrywaé glebsza prawidto-
wo$¢ — trudno rozstrzygnaé czy ontologiczna czy psychologiczna. To ciekawe
zagadnienie w oczywisty sposéb wykracza jednak poza przedmiot tego arty-
kutu. Zrezygnowanie z zalozenia niesprzecznosci wydaje sie by¢ sprzeczne (1)
z filozofia Leibniza.

SWarto w tym punkcie zauwazyé rzecz nieco zaskakujaca na terenie logi-
ki, ze pojecie ,zupelnosci” jest wieloznaczne. Na szczgscie kazde sposrdd jego
réznych znaczen jest $cisle okreslone. W Malej Encyklopedii Logiki W. Mar-
ciszewski wsréd réznych mozliwych znaczen ,zupelnosci systemu” wyréznia
trzy:

1) System S jest zupelnym zbiorem zdan zawierajacym terminy stale
P, ... P, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania A zawieraja-
cego jako symbole stale jedynie wyrazenia sposéréd Pi,... P, prawda
jest, ze A€ Slub-A €85.

2) System jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda poprawnie zbudo-
wana formuta badz jest twierdzeniem systemu, badz po dotgczeniu do
jego aksjomatéw wprowadzi don sprzeczno$é (tzw. zupelno$é w sensie
Posta).

3) Trzecie pojecie zupelnosci wyraza sie w polskim piSmiennictwie raczej
stowem pelnosé (definicje pelnosci podaje ponizej).

Por. Mata encyklopedia logiki, red. W. Marciszewski, Ossolineum, Wroctaw—
Warszawa—Krakow, 1970.
System sprzeczny jest zupelny w sensie (1).



Twierdzenie Gddla i marzenie Leibniza - 143

Pozostaje do rozwazenia trzecie zatozenie — o rozstrzygalno-
Sci zbioru aksjomatéw. Wydaje sie ono bardzo dobrze uzasadnione:
jesli nie umieliby$my rozstrzygnaé, co jest a co nie jest aksjoma-
tem, tym bardziej trudno oczekiwaé, by$my potrafili stwierdzié, co
jest twierdzeniem teorii (ktére przeciez jest z definicji zdaniem, dla
ktorego istnieje dowdd, czyli skonczony ciag zdan, ktére albo sa
aksjomatami, albo tez sa zdaniami uzyskanymi za pomoca regul
dowodzenia z aksjomatéw lub podobnie uzyskanych zdan wyste-
pujacych uprzednio w dowodzie).

To wskazuje na jeszcze jedno zalozenie — nie wyrazone explici-
te, gdyz przyjmowane jako oczywiste i powszechnie akceptowane,
czyli wypracowang w szkole Hilberta technike uzasadniania zdan
matematyki — technike formalnych dowodéw. Zwrdéémy przede
wszystkim uwage na podstawowe wymaganie wobec dowodu: ma
by¢ on skonczony. Fakt ten jest wazny i wykorzystywany w dowo-
dzie twierdzenia Godla.

Na zwiazek tego poniekad ukrytego zalozenia z rozumowaniem
Leibniza zwrocil uwage prof. Perzanowski na kolejnym semina-
rium, przypominajac, klasyczny podzial sadéw przeprowadzony
przez Leibniza:

e sady konieczne (oparte o zasade niesprzecznosci),

e sady przypadkowe (oparte o zasade racji dostatecznej).

Mozna pokazaé (i jest to czasem przyczyna rozczarowania stu-
dentéw filozofii zapoznajacych sie z dzielami Leibniza), ze wnio-
skowanie w oparciu o zasade¢ racji dostatecznej sprowadza sig
de facto do odwotania do zasady niesprzecznosci. Chcialoby sie
powiedzie¢: ,,Coéz to za podzial”, skoro jedna z proponowanych
kategorii zawiera sie catkowicie w drugiej? A jednak wskazane
przez Leibniza kryterium rozrézniania tych dwéch rodzajow sadéw
jest istotne. Wedtug Leibniza bowiem do sadéw koniecznych moz-
na dojsé, wychodzac od zasady niesprzecznosci za pomoca skon-
czonej liczby krokéw wnioskowania, sady przypadkowe zas§ mozna
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wprawdzie otrzymaé na mocy samej tylko zasady niesprzeczno-
Sci, ale przeprowadzajac dowody o nieskonczonej liczbie krokéw.
Twierdzenie Godla pokazuje, jak wazne (na pocieche studentom
filozofii) jest to rozréznienie — za pomoca dowodéw o skonczonej
dhugosci, wychodzac od rozstrzygalnego zbioru aksjomatéw, nie
mozemy pewnych twierdzen dowieéé¢. Jakiego rodzaju sg to twier-
dzenia?

Whniosek

Przyjrzyjmy sie krétko wnioskowi twierdzenia Godla. Zeby go
lepiej zrozumieé zestawmy go z innym twierdzeniem genialnego lo-
gika — o pelnosci rachunku predykatow pierwszego rzedu. System
dedukcyjny jest pelny wtedy i tylko wtedy, gdy z jego aksjomatéw
dadza sie wywies¢ wszystkie zdania bedace zdaniami prawdziwymi
w kazdym modelu. Rachunek predykatéw jest zatem takim syste-
mem, ktéry jest pelny (kazde zdanie prawdziwe w kazdym modelu
jest w nim dowiedlne), ale nie jest zupelny (mozna w nim wyra-
zi¢ zdania, ktére ani nie sg dowiedlne, ani nie sa dowiedlne ich
zaprzeczenia). Jak to mozliwe? Ot6z zdania niedowiedlne w ra-
chunku predykatow, to takie zdania, ktére ani nie sg prawdziwe
we wszystkich modelach, ani tez nie sa we wszystkich modelach
falszywe (wéwczas ich zaprzeczenie byloby prawdziwe we wszyst-
kich modelach, a wiec dowiedlne). Sa to zatem zdania przypadko-
we. W szczegblnosci zdanie Godla jest takim zdaniem przypadko-
wym (bo niekoniecznym; nie jest prawdziwe we wszystkich mozli-
wych $wiatach — modelach). Jest ono mimo to zdaniem a priori,
gdyz o tej jego przypadkowosci nie wnioskujemy na podstawie do-
Swiadczenia, mozemy ja wykazaé teoretycznie przytaczajac dowod
Gaodla.

Fokok

Mozna spekulowaé, ze jesli potrafilibysmy podaé system (lin-
gua characteristica?), ktéry adekwatnie opisywalby zamierzony
model (rzeczywisto$¢) do ostatniego szczegdlu, w taki sposob, ze
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jednoznacznie wyr6zniatby (z doktadnos$cia do izomorfizmu) jeden
jedyny model, dla ktorego bylby prawdziwy i pelny, to wowczas
bylby on takze zupelny. Kolejne twierdzenia limitacyjne moéwia,
ze opis taki przekracza mozliwosci jezykéw elementarnych”’.

Mimo tego, zgodnie z twierdzeniem Lindenbauma, kazda nie-
sprzeczna teorie mozna w prosty sposoéb rozszerzy¢ do teorii nie-
sprzecznej oraz zupelnej. Nie podwaza to bynajmniej wyniku
Godla, gdyz teoria uzyskana ,sposobem Lindenbauma” nie spetnia
po prostu jednego z zalozen jego twierdzenia — zalozenia o roz-
strzygalnosci zbioru aksjomatow.

Zagadnieniu rozstrzygalnosci warto przyjrzeé¢ sie uwazniej.
Wiadomo, ze wynik Goédla mozna otrzymac z dowiedzionego 6 lat
pozniej przez Churcha i niezaleznie przez Turinga twierdzenia
o nierozstrzygalnosci rachunku predykatow. Jesli bowiem teoria
(o rozstrzygalnym zbiorze aksjomatéw) bylaby zupelna, to dla
kazdej formuty istniatby albo jej dowdd, albo dowdd jej zaprzecze-
nia. Wéwczas o kazdym zdaniu mogliby$my za pomoca dowoddéw
rozstrzygaé®, czy przynalezy ono do teorii czy tez nie. Zatem sko-
ro teoria jest nierozstrzygalna, to jest takze niezupelna. I znowu
przyjrzyjmy sie technicznemu pojeciu zaangazowanemu w dowod
a nawet w wystowienie twierdzenia Churcha: ,rozstrzygalnosci”.
Ot6z z definicji ,teoria jest rozstrzygalna, jesli istnieje metoda po-
zwalajaca o kazdym wyrazeniu tej teorii rozstrzygnaé za pomoca
skonczonej liczby prob czy jest ono twierdzeniem danej teorii. Tego
typu metody nazywa sie efektywnymi”?.

Po raz kolejny okazuje sie, ze twierdzenie o nierozstrzygalnosci
teorii wydaje sie zrelatywizowane do techniki — tym razem sposo-
bu rozstrzygania, czy co$ przynalezy do danego zbioru (aksjoma-
téw lub twierdzen teorii). Podobnie jak metody dowodzenia, tak

"Por. twierdzenie Léwenheima — Skolema — Tarskiego.

8 Algorytm rozstrzygania, czy dana formuta F jest teza systemu, polegalby
na przeprowadzaniu w ustalonej kolejnosci dowodéw, tak dlugo, az natrafimy
na dowdd F' albo —F'. Poniewaz zalozyliSmy, ze system jest zupelny, wiec na
pewno istnieje dowdd formuly F' lub jej zaprzeczenia.

¥ Mala encyklopedia logiki, dz. cyt.
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i metody efektywne doczekaly sie precyzyjnego opracowania teo-
retycznego. Zaproponowano kilka formalizméw, takich jak funkcje
rekurencyjne, maszyny Turinga, reprezentowalnos¢ w teorii, skon-
czona definiowalno$é¢, itd., ktére okazaly sie réwnowazne. Wyrdz-
niaja one te sama klase funkcji (np. kazda funkcja obliczalna za
pomoca maszyn Turinga jest rekurencyjna i na odwr6t) i za ich
pomocy rozstrzygalne sa te same problemy. To, co jest nierozstrzy-
galne za pomoca jednej sposrdéd tych metod, nierozstrzygalne jest
tez za pomocy jakiejkolwiek innej.

W odréznieniu jednak od powszechnie uznawanej teorii dowo-
du, teza, ze wszystkie metody efektywne sprowadzaja sie do jednej
sposréd metod ujetych w ktorys z tych formalizméw, jest wciaz
przedmiotem dyskusji. Dopiero za$ ta teza (zwana teza Churcha)
pozwala na stwierdzenie absolutnej'® nierozstrzygalnosci danej
teorii (np. rachunku predykatéw).

Warto podkresli¢ réwniez, ze po raz kolejny rzecz wigze sie
z zagadnieniem nieskonczonosci. W kazdym ze wspomnianych wy-
zej formalizméw zawarte sa pewne ograniczenia, wymagania skon-
czonosci pewnych parametrow. Dla przykladu przywotajmy jeden
z formalizméw — maszyne Turinga.

Najprosciej rzecz ujmujac, maszyna Turinga to pewien abs-
trakcyjny byt zlozony z podzielonej na pola nieskonczonej tasmy
i glowicy czytajaco—piszacej, wyposazony w odpowiedni zbior in-
strukcji. Maszyna moze znajdowac sie w jednym ze skonczonej listy
stanéw wewnetrznych, moze zapisywaé lub wymazywaé¢ w polach
tasmy po jednym ze skonczonej listy symboli taémowych. Instruk-

10 Absolutna nierozstrzygalno$é” oznacza, ze wynik ten nie jest zrelatywi-
zowany do jakiej$ wybranej metody rozstrzygania. Zilustrujmy to przyktadem:
Turing udowodnil, ze rachunek predykatéw jest nierozstrzygalny, gdyz w prze-
ciwnym przypadku rozstrzygalny bylby tzw. problem stopu. Wczedniej zas
pokazal, ze problemu stopu nie da sie rozwiagzaé¢ za pomoca maszyn Turinga.
Zeby wysnué stad wniosek, ze problem stopu (a co za tym idzie problem bycia
tezg rachunku predykatéw) nie jest rozstrzygalny za pomoca zadnej efektywnej
metody, trzeba przyjaé teze Churcha; por. G. Boolos, R.. Jeffrey, Computabili-
ty and Logic, Cambridge University Press, 1974, s. 49 lub Odifreddi, dz. cyt.,
s. 103.
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cje, zgodnie z ktérymi postepuje, mogg mie¢ jedng z nastepujacych
trzech postaci:

® g, Sp Sc qq: maszyna w stanie qq, czytajaca symbol S, wyma-
zuje go 1 wpisuje w jego miejsce symbol S., po czym zmienia
stan na gy,

® g, Sp R q4: maszyna w stanie q,, czytajaca symbol S; prze-
suwa sie o jedno pole w prawo, po czym zmienia stan na

qd,

® ¢, Sy L g4: maszyna w stanie q,, czytajaca symbol S, prze-
suwa sie o jedno pole w lewo, po czym zmienia stan na gq,

Zbiér instrukcji powinien by¢ skoniczony i niesprzeczny. Nie-
sprzeczno$é¢ oznacza, ze nie ma takich instrukcji, ktére miatyby
takie same przestanki g, S, a zadatyby wykonania réznych dzia-
tan.

Jak wida¢, mozna wyliczy¢ wiele wymagan co do skonczonosci
roznych parametrow maszyny Turinga: skoniczona liczba stanéw
wewnetrznych, symboli taSmowych, instrukcji, glowic, tasm i ob-
serwowanych w jednym kroku pél. Wéréd nich szczegdlnie jedno
przywoluje skojarzenie z filozofig Leibniza — zalozenie o skonczo-
nej liczbie stanéw wewnetrznych.

Uzasadniajac adekwatnosé swojej teorii jako formalnego ujecia
obliczalnosci, Turing analizuje dziatanie rachmistrza przeprowa-
dzajacego obliczenia. Uzasadnia miedzy innymi, ze sensowne jest
zalozenie, iz glowica maszyny ,,obserwuje” jedynie skoniczona licz-
be pdl tasmy ', bo takze czlowiek jest w stanie objaé¢ wzrokiem
zaledwie skonczony zapis. Turing przekonuje, ze mozemy postu-
giwaé sie jedynie skonczong liczbg symboli taSmowych, bo gdy-

by byto ich wiecej, to nie umielibyémy ich w koncu rozrézniaé!?.

H¥atwo pokazaé, ze maszyna obserwujaca jedynie jedno pole tasmy jest
rownowazna takiej, ktéra obserwuje tych p6l dowolna skoiiczong liczbe.

12Por. A. Turing, ,,On Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsproblem”, Proceedings of the London Mathematical Society,
ser. 2, vol. 42 (1936-7), s. 249.
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Wreszcie twierdzi, ze na podobnej zasadzie niemozliwa jest nie-
skonczona liczba dopuszczalnych stanéw wewnetrznych — odpo-
wiednika stanéw umystu rachmistrza — bo wéwczas, podobnie
jak w przypadku symboli taémowych, réznityby sie one nieskon-
czenie mato od siebie, a wiec bylyby praktycznie nierozréznialne.
Sadze, ze to ostatnie wnioskowanie jest naduzyciem. C6z bowiem
szkodzi nasza niewiedza, nasza nieumiejetnosé rozrdzniania sta-
néw umystu ich faktycznie infinityzemalnie malym réznicom?!'3
Jako przykitad metafizyki, w ktorej twierdzenie o swego rodzaju
»dyskretyzacji” standéw umystu jest nieprawdziwe, mozna podaé
chociazby stawng monadologie — zgodnie z nig wszak w mona-
dzie odbija sie Wszechéwiat, ktéry jest nieskonczony'* i w ktérym
zmiany przebiegaja w sposob ciagly.

Czy mozliwe jest stworzenie rachunku (calculus ratiocinator?),
ktéry ,radzitby sobie” z opisem relacji w takim $wiecie? Nie wia-
domo. Jesli teza Churcha jest prawdziwa, nie jest to mozliwe. O to,
czy jest prawdziwa, wciaz tocza sie spory.

Jak sadze, z powyzszych rozwazan mozna wysnué nastepujace
wnioski:

e Samo twierdzenie Godla nie obalito programu Leibniza, dzie-
ki niemu jedynie wskazane zostaly ograniczenia systemow
formalnych spekiajacych $cisle okre$lone warunki. (Nie wi-
daé¢ dlaczego lingua characteristica nie mialaby istniec).

e Cho¢ mozliwe jest budowanie systeméw opisujacych rzeczy-
wisto$¢ lepiej niz rachunek predykatow pierwszego rzedu i je-
zyki elementarne, to na razie nie dysponujemy odpowied-
nim dla nich narzedziem wnioskowania. Ani wypracowana

3Trzeba przyznaé, ze Turing rozwaza takze sposéb wyeliminowania stabo
okre$lonych ,stanéw umyshu” z analizy obliczalnosci, ale moim zdaniem nie
udaje mu sie to do konca.

MPor. zalozenie o skonczonej liczbie obserwowanych pdl — twierdzenie to
mozna przyja¢ w odniesieniu do potocznego rozumienia, Swiadomej ,,obserwa-
cji”’, ale nie do ,dzialania” i ,doznawania” na poziomie monad.
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w szkole Hilberta metoda dowodu, ani inne ,,obliczalne srod-
ki” nie sa wystarczajace.

e Jedli teza Churcha—Turinga jest prawdziwa, to nie istnieje
efektywna metoda pozwalajaca na rozstrzyganie wszystkich
probleméw!®.

e Program Leibniza poszukiwania calculi ratiocinatoris pozo-
staje wciaz aktualny.

o Wydaje sig, ze jego realizacja wymagalaby wynalezienia sku-
tecznego sposobu ,okielznania nieskonczonoéci”, co zreszta
genialny filozof przewidzial.

Leibniz przewidywal réwniez, ze odkrycie tego rachunku jest
w zasiegu ludzkich mozliwodci. Czy mial racje? Godel wierzyt, ze
(przynajmniej na terenie matematyki) tak.

15Teza Churcha~Turinga nie zostata dotad udowodniona i nie wydaje sie, by
mogta zosta¢ udowodniona za pomocg znanych obecnie technik. Zagadnienie
to, szeroko dyskutowane, swiadomie pominetam; najczesciej wskazuje sie, ze
w tezie Churcha poréwnuje sie $cisle okreslone pojecie funkcji obliczalnej za
pomoca maszyn Turinga (lub funkcji rekurencyjnej, A\—definiowalnej, itd. —
znaleziono wiele rownowaznych, jak sie pézniej okazalo, rachunkéw, co samo
w sobie wydaje sie przemawiaé na korzy$é tezy Churcha) z intuicyjnym po-
jeciem funkcji efektywnie obliczalnej. To ostatnie za$ niemal z zalozenia nie
moze zostaé opisane formalnie (takg formalizacje proponuje sie¢ wlasnie w te-
zie Churcha, rzecz polega na tym, czy propozycja ta jest uzasadniona), wiec
i formalny dowéd nie jest mozliwy.



