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O pewnych ideach teorii typéw obecnych
w niektérych teoriach mnogoéci'

Powstala pod koniec XIX wieku teoria mnogosci jest wspotcze-
Snie uwazana za elementarna teorie matematyczna. Stanowi ona
narzedzie przy badaniu innych, bogatszych teorii w matematyce.
Dzieki wprowadzeniu pojecia zbioru (klasy) i relacji bycia elemen-
tem, teoria mnogosci stata sie jednym z systematycznych rozwia-
zan, siegajacego starozytnosci problemu czesci i catosci. Kluczowa
role w rozwoju teorii mnogosci odegrato odkrycie na jej gruncie
licznych antynomii?. Zmusilo ono matematykéw do przemyélenia
raz jeszcze podstaw matematyki i Scislejszego formutowania teo-
rii. Problem antynomii w teorii mnogosci rozwiazano poprzez jej
aksjomatyzacje. Sens pojecia zbioru i relacji bycia elementem zo-
stal okreslony w odpowiednich aksjomatach. Zabieg ten pozwolil
na wyeliminowanie znanych antynomii, choé¢ niejednokrotnie pod-
wazano wage 1 sensownosé niektérych aksjomatéw. Stabsza wersja
logicyzmu, czyli pogladu filozoficznego, wedtug ktérego cata mate-
matyke da sie sprowadzi¢ do logiki, glosi, ze cala matematyka jest
sprowadzalna wtasnie do jakiej$ aksjomatycznej teorii mnogosci.

Jednakze aksjomatyzacja teorii mnogosci jest tylko jednym
z kilku sposobdéw uporania sie z problemem antynomii. Na poczat-
ku XX wieku Bertrand Russell w napisanym z Alfredem N. Whi-
teheadem dziele Principia Mathematica (1910-1913) przedstawil
teorie typow. Teoria ta zakladala, w najwiekszym skrocie, ze
przedmioty rozwazane przez teorie matematyczne naleza do tzw.

!Tresé artykutu zostala wygloszona podczas obrad sekcji logiki VII Pol-
skiego Zjazdu Filozoficznego w Szczecinie 16 wrzesnia 2004 r.
2 Najbardziej znana z nich jest antynomia Russella.
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typéw. Warunki i ograniczenia natozone na to pojecie uniemozli-
wialy powstanie antynomii. Teoria zaproponowana przez Russella
miata takze swoje wady. Najwazniejsza z nich byt zakaz istnienia
tzw. zbioréw mieszanych, tzn. takich, ktérych elementy sa przed-
miotami réznych typéw, co prowadzito do réznych paradoksows.
W drugiej potowie lat trzydziestych XX wieku W.V.O. Quine za-
proponowal dwa systemy logiczne — kolejna prébe rozwiazania
problemu antynomii. Podejscie Quine’a miato, w zamierzeniu, la-
czy¢ w sobie intuicyjne podejscie teorii typéw ze Scistym jezykiem
aksjomatycznej teorii mnogosci.

Przyjmuje sie?, Ze teoria mnogosci wyparla teorie typéw. Nie
docenia si¢ jednak faktu licznych wzajemnych zwiazkéw pomie-
dzy tymi dwoma systemami podstaw matematyki. Celem tej pracy
jest omoéwienie relacji miedzy podstawowymi rozwiazaniami teorii
typow a ich odpowiednikami w teoriach mmnogoéci. Teoria typéw
stanowi¢ tu bedzie jedynie punkt wyjscia stuzacy przesledzeniu
tego, w jaki sposéb rézne rozstrzygniecia w teoriach mnogosci od-
wotywaly sie do teorii typéw. W pracy przyjrze sie aksjomatycz-
nej teorii mnogosci Zermelo (w szczegdlnosci systemowi Zermelo—
Fraenkla), systemom NF i ML Quine’a oraz teorii zbioréw nie-
ufundowanych.

Dwie idee teorii typow

W roku 1959 ukazala si¢ biografia filozoficzna Bertranda Rus-
sella zatytutowana: Mdj rozwdj filozoficzny. Russell przedstawil
w niej swoj dorobek intelektualny. Miedzy innymi zarysowal gtow-
ne idee teorii typow.

»(*) Kiedy stwierdzam wszystkie warto$ci funkcji fz,
warto$¢ jaka x moze przybraé¢, musi byé¢ okreslona, jezeli
to, co stwierdzam, ma by¢ okre$lone. Innymi stowy, mu-
si istnie¢ jaka$ totalno$¢ mozliwych wartosci x. Jezeli teraz
tworze nowe wartosci okreslone w terminach tej totalnosci, to to-

3 Marciszewski [1988], s. 205, Murawski [2001], s. 94.
* Marciszewski [1988], Murawski [2001].
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talno$¢ ta wydaje sie ulega¢ rozszerzeniu, i w ten sposéb nowe
wartosci, odnoszace si¢ do niej, beda sie odnosity do tej rozsze-
rzonej totalnosci. Ale, poniewaz musza sie w niej zawieraé, nie
moze ona nigdy ich «dogoni¢». Proces ten przypomina skakanie
na cien wlasnej glowy. Najproséciej mozna to zilustrowaé przy po-
mocy paradoksu ktamcy. Klamca moéwi: ,,Wszystko, co twierdze,
jest fatszem”. Jest to w istocie zdanie, ktore on stwierdza, lecz od-
nosi sie ono do ogétu jego twierdzen, i tylko zaliczajac je do tego
og6tu otrzymujemy paradoks. (**) Musimy rozréznia¢ miedzy
twierdzeniami, ktore odnosza sie do jakiejs calosci twier-
dzen, i twierdzeniami, ktoére sie do niej nie odnosza. Te,
ktére odnoszg sie do jakie$ calosci twierdzen, nigdy nie
moga by¢é tej calosci elementami. Mozemy okreéli¢ twierdze-
nia pierwszego stopnia jako te, ktore nie odnosza si¢ do zadnej ca-
tosci twierdzen; twierdzenia drugiego stopnia jako te, ktére odno-
szg sie do caloéci twierdzen pierwszego stopnia, i tak dalej, ad infi-
nitum. Tak wiec nasz klamca powinien powiedzie¢ « Wypowiadam
teraz falszywe twierdzenie pierwszego stopnia, ktore jest falszy-
we». Ale wypowiedz ta jest sama w sobie twierdzeniem drugiego
stopnia. Nie wypowiada wiec ona zadnego twierdzenia pierwszego
stopnia. Stad to, co méwi, jest po prostu falszem, i dowdd, ze jest
jednoczeénie prawda, upada. Dokladnie ten sam dowdd stosuje sie
do kazdego twierdzenia wyzszego stopnia.

(**) Okazuje sie, ze we wszystkich paradoksach logicz-
nych istnieje jaki§ rodzaj samozwrotnosci, ktéry nalezy
zakwestionowaé na tej samej podstawie, to znaczy, ze za-
klada, jako element calosci, co§ odnoszacego sie do tej
calosci, co moze mieé¢ okreslone znaczenie tylko pod wa-
runkiem, ze caloéé zostala juz przedtem ustalona’®.

W powyzszym fragmencie mozemy wyrdzni¢ dwie podstawowe
idee teorii typow:

1. Gwarancja istnienia wartosci argumentéw funkcji zdaniowych.
(Fragment oznaczony (*)).

® Russell [1971], ss. 88-89; podkredlenia i oznaczenia (*), (**) moje C. K.
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2. Zakaz istnienia funkcji, ktérych argumentami bylyby one same.
(Oba fragmenty oznaczone (**)).

Gwarancja istnienia wartosci argumentéw funkcji zdaniowych
nie oznacza nic innego, jak to, ze dowolna funkcja fz musi mieé
zagwarantowana dziedzine, klase, w terminologii Russella — total-
no$¢ wartosci swoich argumentéw. Zwiazek miedzy tak sprecyzo-
wana pierwsza ideg teorii typoéw, a samym pojeciem typu przedsta-
wiaja nastepujace okreslenia Russella pochodzace z pracy Russell
[1908].

Zakres zmiennoS$ci (range of significance) pewnej funkcji jest
definiowany jako kolekcja tych argumentéw, dla ktérych funkcja ta
jest sensowna, tzn. ma wartosé¢ logiczng®. Zakres zmiennosci pew-
nej funkcji jest suma wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja
ta jest prawdziwa oraz wszystkich argumentéw, dla ktérych funk-
cja ta jest falszywa’.

Natomiast typ jest definiowany jako zakres zmiennoéci pewnej
funkcji zdaniowej®

Innymi stowy pierwsza idee teorii typow mozna sformulowaé
w sposOb nastepujacy:

1’ Dla kazdej funkcji zdaniowej musi istnie¢ jej typ, albo

1”7 Kazda funkcja zdaniowa musi by¢ sensowna (tzn. dla do-
wolnego argumentu ze swej dziedziny przyjmowaé warto$é¢ prawdy
lub falszu).

Okazato sie jednak, co pokazata choéby antynomia Russella,
ze nie jestedSmy w stanie w prosty sposéb wykazaé¢ sensownosci do-
wolnej funkcji zdaniowej. Dlatego Russell natozyt na funkcje zda-
niowe dodatkowy warunek, ktérego sens wyraza druga idea teorii
typow. Idea, zgodnie z ktéra argumentem danej funkcji nie mo-
ze by¢ ona sama, pochodzi bezposrednio z zasady, ktéra Russell
nazwal zasada blednego kola (vicious—circle principle). Glosi ona,
ze ,zadna totalno$é¢ nie moze zawieraé¢ elementéw zdefiniowanych

% Russell [1908], s. 75.
" Russell [1908], s. 72.
8 Russell [1908], s. 75.
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w terminach tejze totalnogci”?. Okreélenie pewnej totalnosci wy-
maga uniwersalnej kwantyfikacji. Dlatego tez to, co zawiera zmien-
na zwiazang musi rézni¢ si¢ typem od mozliwych wartosci tejze
zmiennej'?. Pod koniec tekstu Russell wypowiada ,,fundamentalna
zasade doktryny typow”: ,Dowolne wyrazenie zawierajace pewna
zmienna zwiazang jest wyzszego typu niz ta zmienna”!l.

Russell chcac zaznaczyé, ze poszczegdlne wartoéci zmiennych
sg réznych typow, wprowadzil odmienne sposoby notacji zmien-
nych. Zmienne najnizszego typu zapisywal malymi literami tacin-
skimi (oprécz f, g zarezerwowanych dla funkcji), zas funkcje pre-
dykatywne dowolnego argumentu x, gdzie x jest dowolnego typu,
oznaczal jako ¢lz'?. Pojecie funkcji predykatywnej jest istotne dla
calej konstrukcji teorii typow.

Funkcja jednej zmiennej jest funkcja predykatywna, jesli
nalezy do typu o jeden stopien wyzszego niz jej argumenty. Zda-
niem Russella takie ograniczenie nalozone na argumenty w sa-
tysfakcjonujacy sposéb zapobiega powstawaniu antynomii. Cho¢
Russell nie przywiazywal szczegdlnej wagi do istnienia klas, to
fakt odmiennego sposobu notacji dla réznych typéw sugeruje na-
stepujaca réwnowazno$¢ notacyjna;

Dla wszystkich wartoéci =, fx jest réwnowazne wyrazeniu:
x nalezy do klasy a.

Konsekwencja przyjecia zasady btednego kota byto odrzucenie
jako bezsensownych nastepujacych formut x € z, x € y, a € «a,
a € x, przy zastrzezeniu, ze x, y sa zmiennymi jednego typu,
za$ o oznacza wartodci nalezace do typu o jeden wyzszego niz
ten, do ktorego naleza wartoéci zmiennych z, y. Podstawowym ce-
lem wprowadzenia zrdéznicowanej notacji zmiennych jest uniknie-
cie tzw. typikalnej wieloznacznosci (typical ambiguity). Typikalna

9 Russell [1908], s. 75. Dodajmy, ze dla Wittgensteina przedstawiona tutaj
IT idea teorii typéw stanowi podstawe calej tej teorii (Traktat 3.333).

19 Russell [1908], s. 75.

1 Russell [1908], s. 102.

12 W innych kontekstach funkcje oznaczal takze pojedynczymi literami

¢7X79,f797F’G-
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wieloznaczno$¢ powstaje, gdy nie jesteSmy w stanie okresli¢, do
jakiego typu nalezy przedmiot oznaczony przez zmienng. Wyko-
rzystanie odmiennej notacji zmiennych umozliwia podanie zasady
abstrakeji, ktéra nie prowadzi do antynomii: (Ja)(z)(x € a = fx),
podczas gdy nie uwzglednienie tego rozréznienia prowadzi do an-
tynomii Russella: (3y)(x)(z € y = fx).

Analizujac teorie typéw, Quine zasugerowal!?, ze ma ona dwa
aspekty: aspekt metafizyczny (ontologiczny) i aspekt formalny
(metalogiczny). Aspekt ontologiczny polega na zadaniu, by wszyst-
kie elementy dowolnej klasy byly jednakowo zgodne z typem. Na-
tomiast aspekt formalny okreéla warunki, na mocy ktérych uzna-
je sie za sensowne formutly zbudowane za pomocg symbolu ,,&”
i ,C”. Wyrazenie zbudowane przy wykorzystaniu dwuargumento-
wego symbolu ,,€” jest sensowne, gdy wartos¢ argumentu stojace-
go po lewej stronie symbolu ,,€” nalezy do typu o jeden nizszego
od typu, do ktérego nalezy wartos¢ argumentu stojacego po prawej
stronie tego symbolu. Wyrazenia zbudowane za pomoca symbolu
»,C” sa sensowne wowczas, gdy wartosci obu argumentéw naleza
do jednego typu.

Che¢ zachowania intuicyjnej metody tworzenia klas wyznaczo-
nych przez funkcje zdaniowe oraz ontologiczny charakter same-
go pojecia typu sprawily, ze Quine tak przeformutowal zasade
abstrakcji, by nie odnosita sie ona do pojecia typu. Zanim jed-
nak przedstawie rozwigzanie Quine’a, zwrdce uwage na niektore
elementy systemu teorii mnogosci Zermelo—Fraenkla. Dzigki temu
uwypukla sie pewne podobienstwa i réznice miedzy omawianymi
systemami.

13 Quine [1938].
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System Zermelo

Wspomniana juz zasada abstrakcji jest tym rozstrzygnieciem,
w ktérym zbiegaja sie drogi teorii typoéw i teorii mnogosci. Po-
niewaz pierwotnie systemy teorii mnogosci Zermelo zawieraly tyl-
ko jeden rodzaj zmiennych, dlatego zasada abstrakcji musiala
przybraé¢ inna niz u Russella postaé. Intuicyjny sposéb tworze-
nia nowych zbioréw zostal zachowany poprzez ograniczenie zakre-
su zmiennosci funkcji wyznaczajacej te zbiory. Otrzymano w ten
sposéb aksjomat wyrdzniania (Jy)(z)(x € y = (x € t) A ¢x). Za-
uwazmy, ze funkcja ¢x jest sensowna, jesli wartoéci jej argumentéw
nalezg do zbioru t. Mozna powiedzie¢ zatem, ze zbiér ¢ odpowiada
Russellowskiemu pojeciu typu. Kazda funkcja zdaniowa wyznacza
pewien zbior wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje inny zbidr, ktore-
go elementy sg mozliwymi wartosciami argumentéw tej funkcji.
Jednakze w systemie Zermelo zbiér ¢ w powyzszym schemacie nie
byt blizej sprecyzowany. Nie bylo wiadomo, jakimi wlasnosciami
ma sie on charakteryzowaé. Schemat zaklada, Zze jest on juz po
prostu dany. Z tego tez wzgledu konieczne stalo sie wprowadze-
nie dodatkowych aksjomatéw gwarantujacych istnienie pewnych
okreslonych niepustych zbioréw np. zbioru pary'4.

Dany zbiér wyznaczony przez pewng funkcje zdaniowa jest po
prostu podzbiorem pewnego innego zbioru, ktérego elementy sa
warto$ciami argumentéw, dla ktérych funkcja jest sensowna. Stad
mozna powiedzieé, ze kazdy utworzony w ten sposéb zbior jest
podzbiorem pewnego typu. Dlatego zbiér wyznaczony jest zawsze
przez funkcje sensowna i zgodnie z powyzszym rozumieniem jest
on albo zbiorem pustym (funkcja przyjmujaca warto$¢ falszu), al-
bo tez jego elementy sg argumentami, dla ktorych funkcja przyj-
muje warto$¢ prawdy. Trudnosé jednak polega na tym, ze istnieja

1 Aksjomat pary: (Jy)(=)[z € y = JaTb(x = a V = = b)]. Pierwsze systemy
Zermelo i Skolema zawieraly takze inne aksjomaty gwarantujace istnienie klas
spelniajacych nastepujace warunki; np.: 1. (Jy)(z)[z € y = (F2)(z € zAz € w)]
oraz 2. (Jy)(z)[x € y = (F2)(2 € ¢ — z € w)]. Patrz Quine [1958], s. 250,
Quine [2000], s. 128.
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formuty, ktérych sensownosci dla pewnych argumentéw nie da sie
jednoznacznie okredli¢. Jest tak w przypadku formuty x € . Rus-
sell doszedl do wniosku, ze sa one bezsensowne, gdyz naruszaja
zasady rzadzace typami. W przypadku systemu Zermelo istnienie
potencjalnych zbioréw wyznaczonych przez samoodno$ne formu-
ly zostalo odrzucone przez aksjomat regularnosci. Aksjomat ten
glosi, ze

dla kazdej niepustej rodziny zbioréw a istnieje zbiér b, taki
zebeaianb=40.

Na mocy aksjomatu regularnoéci utrzymana zostaje hierarchia
zbioréow, ktéra wyznacza relacja nalezenia elementu do zbioru.
Podstawa aksjomatu regularnosci tkwi posrednio w drugiej idei
teorii typéw. Nieprzypadkowo zaréwno w teorii typdw jak i w teorii
mnogoéci Zermelo usunieto funkcje samoodnosne. Na marginesie
zauwazmy, ze jedynie negacja tych funkcji prowadzi do antynomii.
Sama funkcja € x nie jest antynomialna. Usuwajac antynomialng
funkcje =(z € x), usunieto takze w obu systemach szereg prawi-
dtowo zbudowanych funkcji nieantynomialnych. Nic dziwnego, ze
od samego poczatku krytyka czesci badaczy zostala wymierzona
wlasnie w to stabo uzasadnione wykluczenie pewnych funkcji'®.

Systemy NF ¢ ML Quine’a

Cho¢ teoria typdw i teoria mnogosci postuguja si¢ innymi sys-
temami notacyjnymi, to jednak przedstawione dwie podstawowe
idee teorii typow sa wykorzystywane takze w teorii mmnogosci.
W teorii typéw jej obie idee zawarte sg w pojeciach typu i funk-
cji predykatywnej. Z kolei w teorii mnogosci gwarancjg istnienia
wartosci dla argumentow funkcji jest zbiér, ktorego istnienie sank-
cjonuje aksjomat wyrdzniania, zas zakaz istnienia funkcji, ktérej
argumentem bylaby ona sama, ujmuje aksjomat regularnodci. Jed-
nakze rozwiazanie przyjete przez Zermelo w jego teorii mnogosci

15 Patrz Kuratowski, Mostowski [1978], s. 70.
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nie satysfakcjonowato wszystkich badaczy. Uznanie za bezsensow-
ne funkcji samoodnoénych ewidentnie nie miato charakteru czysto
merytorycznego. Z tego tez wzgledu Quine przedstawil inne sfor-
mulowanie zasady abstrakcji. Aksjomat wyrdzniania w systemie
Zermelo korzystal, jak widzieliémy, z pierwszej idei teorii typow.
Tymczasem Quine w systemie NF (New Foundations)'® powra-
ca do pierwotnej idei wyznaczania klas przez funkcje zdaniowe:
(Jy)(z)(x € y = fx). Wiemy, ze aby uniknaé paradokséw, Rus-
sell natozyl na funkcje warunek typikalnoéci, zas Zermelo ogra-
niczyl zakres wartosci zmiennych do pewnej klasy ,poprzedzaja-
cej” klase definiowana. Quine natomiast, zachowujac intuicyjny
sposéb tworzenia klas, wprowadzil pojecie stratyfikacji. Zadaniem
stratyfikacji miata by¢ z jednej strony ochrona przed typikalna
wieloznaczno$cia wyrazen (co bylo charakterystyczne dla teorii
typow), a z drugiej strony unikniecie samego pojecia typu, kté-
re Quine uznal za niepotrzebne naduzycie ontologiczne. Ponadto
Quine’owskie pojecie stratyfikacji nie dzieli wyrazen na sensow-
ne i bezsensowne, lecz na stratyfikowane i niestratyfikowane, przy
czym te drugie traktuje jako w pelni sensowne wyrazenia. Aksjo-
matowi wyrdzniania w systemie Zermelo, odpowiada nastepujaca
reguta R3’ systemu NF':

(R3’) Jezeli ¢ jest stratyfikowana i nie zawiera =z, to
(37)(y)((y € x) = dx) jest twierdzeniem!”.

Stratyfikacja jest bardzo prostym narzedziem zastepujacym
niezreczne pojecie typu. W pracy Nowe podstawy logiki matema-
tycznej Quine okresla stratyfikacje w nastepujacy sposob: ,formuta
jest stratyfikowana, jesli mozliwe jest takie wstawienie liczb catko-
witych za zmienne, ze symbol ,€” pojawia sie wytacznie w kontek-

16 Qystem logiczny NF Quine’a zostal opublikowany po raz pierwszy w pracy
Quine [1937]. Wersja poprawiona zostata zamieszczona w ksiazce Quine [1953].
Sam tekst New foundations for mathematical logic zostal przyjety do druku 16
listopada 1936, zas po raz pierwszy zostal przedstawiony publicznie 31 grudnia
1936 roku.

17 Patrz: Quine [2000], s. 123.
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écie postaci ,,n € n+4 1718, Pelniejszy opis stratyfikacji odnajduje-
my w ksiazce Logika matematyczna: ,Formula jest stratyfikowana,
gdy mozna tak podstawi¢ cyfry za zmienne (przy czym ta sama cy-
fra moze pojawié¢ sie w miejscu wszystkich egzemplarzy tej samej
zmiennej), ze ,,€” bedzie zawsze otoczone przez dwie cyfry kolej-
nego ciagu rosnacego (tj. n € n + 1)”19. Wiaéciwe zastosowanie
pojecia stratyfikacji wymaga, by wszystkie formuty zostaty wcze-
$niej sprowadzone do notacji pierwotnej, czyli do notacji, gdzie
skroty definicyjne, w ktorych symbol ,,€” zastapiono innymi sym-
bolami (np. inkluzji, identycznosci, deskrypcji), maja swoja pelna
postaé¢ zawierajaca symbol ,,€”. Quine podkredla, ze efekt wsta-
wienia cyfr za zmienne ma wytacznie charakter narzedzia, rodzaj
swoistego diagramu.

Uzycie reguty R3’ wykorzystujacej pojecie stratyfikacji powo-
duje, ze w systemie NF nie zachodzi paradoks Russella. Niemniej
jednak nie mamy gwarancji istnienia klas wyznaczonych przez
funkcje niestratyfikowane w rodzaju x € x. Istnienie takich klas
bedzie zagwarantowane dopiero w teorii zbiorow nieufundowanych.

W obu systemach Quine’a (NF' i ML) jednym z istotnych po-
jec jest «operacja abstrakcji». Intuicyjny sposob okreslania klas
jako ogdétu wszystkich bytéw spelniajacych dowolng funkcje zda-
niowa wymagal ograniczenia. Moze ono polega¢ albo na natozeniu
ograniczen na przedmioty, albo na nalozeniu ograniczen na funk-
cje, albo na jednym i drugim. Zauwazmy, ze pierwsze ograniczenie
wiaze si¢ z pierwsza idea teorii typéw, zas drugie z idea druga.
Przy formutowaniu definicji abstrakcji skorzystano z pierwszego
sposobu poprzez nalozenie na przedmioty warunku bycia elemen-
tem. Dlatego tez operacja abstrakcji (oznaczona T¢) definiowana
jest nastepujaco:

'8 Quine [1953], s. 91. W polskim ttumaczeniu autorstwa Barbary Stanosz
nie ma tego zdania. Por. Quine [2000], s. 122.
19 Quine [1974], s. 155.
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y € 2o =g (32)((y € 2) A (2)(z € 2 — ¢)).

W roku 1951 ukazalto si¢ poprawione wydanie Logiki matema-
tycznej Quine’a. Praca ta zawiera drugi system podstaw mate-
matyki nazywany ML. W systemie tym omawiana problematyka
dotyczy tzw. aksjomatéw nalezenia. Odpowiednikiem aksjomatu
wyrdzniania systemu Zermelo jest nastepujacy aksjomat naleze-
nia — oznaczony *202 w pracy Quine’a:

(*202) Jedli y nie jest x i nie jest wolne w ¢, to nastepujace
wyrazenie jest twierdzeniem:

) (z)(x ey=2 €V A gx)?L.

Zaréwno system NFjak i system MLzawieraja, w przeciwien-
stwie do systemu Zermelo, klase uniwersalna V. Klasa ta definio-
wana jest jako V =4 T(x = x). Zawarty w powyzszym aksjomacie
zapis x € V oznacza, ze x jest elementem??. W ten sposéb niepo-
trzebny staje sie w tymze aksjomacie warunek stratyfikacji funkcji
¢ wymagany w regule R3’ systemu NF. Poniewaz jednak w syste-
mach Quine’a klasa uniwersalna jest swoim wlasnym elementem,
dlatego w aksjomacie zastrzega sie, ze x # y. Ponadto system
MLzawiera aksjomat nalezenia — aksjomat *200 systemu Quine’a
— ktéry ustala warunki, dzieki ktérym klasy wyznaczone przez
stratyfikowane formuly sa elementami:

20 Warto zwrécié uwage na fakt, ze definicja abstrakcji jest definicjg kon-
tekstowa. Ponadto w systemach Quine’a (zwlaszcza w systemie ML) definicje
dotycza tzw. nazw quasi—cudzystowowych. Aby nie komplikowaé wywodu usu-
natem stosowane przez Quine’a naroza, przez co odnosi sie wrazenie, ze mowa
jest o zdaniach, a nie o nazwach tych zdan. Szczegbélowa dyskusja omawianej
kwestii znajduje sie w Quine [1974].

! Quine [1974], s. 160.

22 Element jest tutaj rozumiany w zwyczajnym sensie. Zapis € y oznacza,
ze x jest elementem y. Jednak Quine wprowadza pojecie elementu, by pod-
kresli¢ fakt, ze nie wszystkie klasy moga by¢ elementami. Np. klasa Russella,
tj. {x : = ¢ x}, nie moze byé elementem innej klasy. Dany przedmiot jest
elementem, o ile nalezy do klasy uniwersalnej. Patrz Quine [1974], s. 154.
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(*200) Jedli ¢ nie zawiera oprdcz x,y1,ys,--.,Yn zadnych
zmiennych wolnych i zbudowane jest z formuty stratyfiko-
wanej przy ograniczeniu wszystkich zmiennych do elemen-

téw, to wyrazenie postaci: (y1,y2,...,yn € V — T € V)

jest twierdzeniem?3.

Poniewaz w systemach Quine’a zmienne nie sa ograniczone tyl-
ko do jednego rodzaju przedmiotéw, np. zbioréw jak ma to miejsce
w systemie Zermelo, dlatego relacja nalezenia ma swoéj przypadek
graniczny. Relacja nalezenia zachowuje sie tak samo jak identycz-
nos¢ wtedy, gdy w wyrazeniu ,,x € y”, y nie jest klasa. W takim
wypadku z jest tozsame z y. Przyjecie omawianej liberalizacji po-
zwala na utozsamienia = z jego wlasnym singletonem = = {z}.
Funkcja, ktéra wyznacza zbior © = {x} jest oczywiscie funkcja
x € z, jednak ze wzgledu na fakt, iz nie spelnia ona warunku
stratyfikacji, nie mozna wykazaé istnienia odpowiadajacej jej kla-
sy na podstawie reguty R3’ systemu NF. Nie spetnia ona réwniez
zalozen aksjomatu nalezenia *202 systemu ML. Nalezy jednak pa-
mietaé, ze identycznosé x = {x} zachodzi tylko wtedy, gdy mamy
do czynienia z indywiduami i pytamy sie o sens formuty gloszacej,
ze co$ nalezy do tego indywiduum. W kazdym innym wypadku
mamy: z # {z}.

W systemie NF' nastepuje liberalizacja obu idei teorii typéw.
Pierwsza idea zostaje pominieta®*, gdyz funkcje zdaniowe moga
przybiera¢ dowolna postaé, bez wzgledu na gwarancje istnienia
wartosci argumentow funkeji. Z kolei druga idea teorii typéw jest
liberalizowana przez nalozenie na funkcje warunku stratyfikacji.
Co wiecej, w tej teorii klasy moga by¢ wyznaczane przez niestra-
tyfikowane formuty, cho¢ gwarancje istnienia na mocy reguty R3’
uzyskuja jedynie klasy wyznaczane przez formuly stratyfikowane.
W przypadku systemu ML powraca pierwsza idea teorii typow.

2 Quine [1974], s. 160. Pojecie ,elementu” w tym aksjomacie nalezy rozu-
mie¢ tak, jak objasniono w powyzszym przypisie.

24 Cho¢ nawigzanie do pierwszej idei teorii typéw mozna zauwazy¢ w spo-
sobie definiowania operacji abstrakcji (por. wyzej).
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Gwarancjg istnienia wartosci argumentéw dla funkcji jest klasa
uniwersalna V. Odpowiednik reguly abstrakcji — aksjomat *202
— nie wymaga juz pojecia stratyfikacji, ktére pojawia sie jednak
w innym aksjomacie nalezenia tego systemu — aksjomacie *200.

Teoria zbioré6w nieufundowanych

Niedogodno$é wystepujaca w systemach Quine’a, polegajaca
na braku bezposredniej gwarancji istnienia zbioréw wyznaczonych
przez formuly niestratyfikowane, zostala przetamana w teorii zbio-
réw nieufundowanych (hiperzbioréw). Dziwié¢ moze jedynie fakt, ze
stalo sie to dopiero pét wieku po fundamentalnych pracach Qu-
ine’a. W polowie lat osiemdziesiatych XX wieku Peter Aczel przed-
stawil aksjomatyczna teorig, ktérej podstawowym zadaniem byto
rozszerzenie uniwersum dotychczasowych zbioréw ufundowanych
(czyli zgodnych z aksjomatem regularnosci) o zbiory nieufundo-
wane, czyli takie, ktorych aksjomat regularnosci zakazywat. W ro-
ku 1988 ukazala sie praca Aczela zatytutowana Non—well-founded
sets?® w ktorej w sposob systematyczny zostala przedstawiona no-
wa teoria mnogosci. Rok wcze$niej wydana zostata praca Barwi-
se’a i Etchemendy’ego The Liar?%, w ktorej do analizy paradoksu
ktamcy wykorzystano pojecie zbioru nieufundowanego. W latach
nastepnych teoria zbioréw nieufundowanych pojawita sie w kil-
ku podrecznikach teorii mnogos$ci. Wymieni¢ tutaj nalezy prace:
Devlina The Joy of Sets*” oraz Moschovakisa Notes on Set The-
ory®®. W jezyku polskim ukazal sie krétki artykul Jacka Pagniczka
omawiajacy filozoficzne problemy zwiazane ze zbiorami nieufundo-
wanymi2?. Obszerna praca poéwiccong w caloéci problemowi hi-

%5 Aczel [1988].

26 Barwise, Etchemendy [1987].
" Devlin [1993].

28 Moschovakis [1994].

29 Pagniczek [1995].
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perzbioréw jest monografia Barwise’a i Mossa Vicious Circles®.
Korzystajac z tej ostatniej ksiazki, naszkicuje podstawowe pojecia
teorii zbiorow nieufundowanych.

W klasycznej teorii mnogosci zbiory sa wyznaczone jedno-
znacznie przez swoje elementy. Z tego tez wzgledu podstawowym
sposobem oznaczenia zbioru jest wyszczegdlnienie jego elemen-
téw, np. zbiér T' = {a, b, p} sklada sie z trzech elementéw a, b, p.
Mozemy potraktowac taki zapis jako pewne réwnanie. Rozwigza-
niem tego rownania bedzie pewna funkcja, ktérej wartosciami beda
konkretne zbiory. Rozwiazujac réwnanie ¢t = {x,y, p} otrzymamy
przyktadowo zbiér T. Wystepowanie litery p zaréwno w réwna-
niu, jak i zbiorze T nie jest pomytka. Mozemy bowiem przyjaé,
ze nasze uniwersum obejmuje nie tylko zbiory, ale takze i ato-
my, czyli takie elementy, ktére nie zawieraja juz zadnych innych
elementéw, a nie sg zbiorem pustym?'. Zwréémy uwage, ze nasz
przyktadowy zbiér T' moze by¢ bardziej skomplikowany. Jesli jego
niektére elementy bylyby zbiorami np. a = {0,p}, b = {a,p}, to
wowcezas moglibyémy zapisa¢ odpowiednie rownania i probowaé je
rozwigzywaé: x = {0, p}, y = {z,p}. Nasz zmodyfikowany zbi6r
T = {{0,p},{{0,p},p},p} bylby szukana wartoscia rozwiazania
réwnania o postaci: t = {{0,p}, {{0,p},p},p}, co jest malo inte-
resujace, albo tez jedna z wartosci rozwiazania ponizszego uktadu
rownan:

t={z,y,p},
z = {0, p},
Yy = {.T,p}.

Uscidlimy teraz dwa pojecia, a mianowicie: pojecie uktadu row-
nan i pojecie rozwigzania ukltadu réwnan.

30 Barwise, Moss [1996].

31 Przyjecie atoméw nie jest konieczne. Mozna bowiem réwnie dobrze ogra-
niczy¢ zakres uniwersum do zbioréw czystych, czyli zbudowanych tylko na
zbiorze pustym. Istnienie atoméw pozwala jednak na tatwe zastosowanie oma-
wianej teorii w praktyce.
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Definicja 1%2. Ukladem réwnar E nazywamy tréjke E =
(X, A,e) zlozona ze zbioru X niewiadomych, zbioru A atoméw

roztacznego z X i dowolnej funkcji

e: X - P(XUA).

Dla kazdego v € X, zbiér b(v) =4 e(v) N X nazywamy zbio-
rem niewiadomych zaleznych od v, zas zbior c(v) =g e(v) N A
nazywamy zbiorem atoméw, zaleznych od v.

Definicja 233. Rozwigzaniem ukladu E jest funkcja s, ktorej
dziedzina jest zbior X, spelniajaca warunek:

s(x) ={s(y) 1 y € b(x)} U c(a),
dla kazdego x € X.

Przedstawione definicje wymagaja pewnego wyjasnienia. Prze-
ciwdziedzing funkcji e jest zbiér potegowy sumy zbioréw X i A.
Istnienie zbioru potegowego jest w teorii mnogoéci zagwarantowa-
ne przez aksjomat zbioru potegowego, ktéry méwi, ze:

Dla kazdego zbioru A istnieje rodzina zbioréw P, ktoérej ele-
mentami sa wszystkie podzbiory zbioru A i tylko one. Sym-
bolicznie: (VA)(3P)(Ve)(c C A = ¢ € P). Poniewaz zbiér P
jest wyznaczony jednoznacznie przez zbiér A, dlatego nazy-
wamy go zbiorem potegowym zbioru A i oznaczamy przez
P(A).

Poniewaz naszym zamiarem jest to, aby warto$ciami rozwigzan
ukladéw réwnan byly zbiory (ewentualnie atomy), funkcja s be-
dzie przyjmowata warto$ci w klasie uniwersalnej. W teorii zbioréw
nieufundowanych powraca idea rozréznienia na klase i zbior34. To

32 Barwise, Moss [1996], s. 71.

33 Barwise, Moss [1996], s. 72.

34 Nalezy zwrécié uwage na fakt, ze przyjecie rozréznienia na klase i zbiér, a
takze wprowadzenie klasy uniwersalnej odréznia teorig¢ zbioréw nieufundowa-
nych od systemu Zermelo. Wydaje sie zatem, ze teoria zbioréw nieufundowa-
nych nie jest prostym rozszerzeniem systemu Zermelo—Fraenkla, polegajacym
na usunieciu aksjomatu regularnosci i wprowadzeniu aksjomatu antyufundo-
wania.
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rozréznienie obejmuje miedzy innymi zasady, ze kazdy predykat
okresla klase, mianowicie klase wszystkich zbioréw, ktére spetnia-
ja dany predykat oraz ze klasa bedaca elementem innej klasy jest
zbiorem. W tym sensie klasa jest pojeciem szerszym niz pojecie
zbioru. Nalezy zauwazy¢, ze ta druga zasada nie jest zgodna z in-
tuicjg wyrazong w tezie systemu Quine’a, ze V € V3%,

Wprowadzmy nadto definicje zbioru, ktérego elementami beda
wartosci rozwiazan wszystkich réwnan danego uktadu.

Definicja 3. Przez zbiér rozwiazan (solution set) dowolnego
ukladu réwnan F rozumiemy zbidér oznaczany skrotem SS(E):

SS(E) =df {8(1/) S X},

gdzie s jest rozwigzaniem ukladu F.

Powyzsze definicje zilustrujemy przyktadami. Przyjmijmy na
potrzeby naszego przyktadu, ze do zbioru A atomoéw nalezy tak-
ze zbior pusty. Zabieg ten jest o tyle uzasadniony, ze zbiér pusty
pelni podobna rolg co atomy, mianowicie funduje nasze rozwazane
uniwersum. Zgodnie z definicja 1 mozemy okredli¢ zbiér X nie-
wiadomych oraz zbiér A atomoéw naszego przykladowego uktadu
rownan.

e(t) = {z,y,p},
e(z) ={0,p},
e(y) = {z,p}.
Mamy wiec X = {t,z,y} oraz A = {0}, p}, nastepnie okresla-

my zbiory niewiadomych i atoméw zaleznych od poszczegdlnych
zmiennych:

35 Odnoénie tezy Quine’a patrz Quine [1974], s. 161. Zgodnie z przytoczona
zasada druga, klasa V' jest zbiorem. Tym samym zasada V € V sugeruje, ze
klasa jest elementem zbioru.
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b(t) = {z,y}; c(t) = {p};
b(x) = 0; c(z) ={0,p};
by) =A{z};  c(y) = {p}

Kolejnym krokiem jest ustalenie rozwiazan réwnan uktadu:

s(t) = {s(x), s(y), p},
s(x) = {0,p},
s(y) = {{0,p},p}.

Zgodnie z definicja 3 zbiér rozwiazan naszego ukladu E ma
nastepujaca postac:

SS(E) = {{{0.p},{{0,p},p}, p}, {0, p}, {{0,p},p}}. Jego elemen-
tami sa trzy zbiory bedace wartosciami rozwiazania catego uktadu
E.

Wydawaloby sie, ze przedstawione definicje i poszczegdlne ope-
racje sg trywialne i nie ma w nich nic specjalnie interesujacego.
Okazuje sie jednak, ze wykorzystujac wprowadzone definicyjnie
pojecia, bedziemy mogli analizowaé¢ przedmioty, ktére w teorii ZF
nie istnialy. Zmodyfikujmy nieznacznie nasz przyktadowy zbior T'.
Niech zbiér 7" ma taka oto postaé:

T = {{@719}7 {{Q)vp}> T/},p}.

Jest jasne, ze zbiér T' " nie moze istnieé¢ w systemie ZF, gdyz
jest sprzeczny z aksjomatem regularnosci. Twor taki oczywiscie nie
moze istnie¢ w teorii typow, a takze ewentualna formuta wyznacza-
jaca ten zbior bytaby formula niestratyfikowana. Znana juz proce-
dura wykorzystujaca pojecie uktadu réwnan wygladataby w spo-
sOb przedstawiony ponizej.
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Uktad rownan E;» ma postac:
e(t) ={z,y,p},
e(z) ={0,p},
e(y) = {z,t}.
Zbiory niewiadomych oraz atoméw maja postaé, odpowiednio:

X ={t,x,y} oraz A = {0, p}, nastepnie okreslamy zbiory niewia-
domych i atoméw zaleznych od poszczegdlnych zmiennych:

b(t) = {z,y}; c(t) ={p}
b(x) = 0; c(x) = {0, p};
b(y) = {=,t}; c(y) = 0.

Nastepnie ustalamy rozwiazania poszczegdlnych rownan:

s(t) = {s(x),s(y), p},
s(z) = {0, p},
s(y) = {{0,p},s(t)}.

Ostatecznie ustalamy zbiér rozwigzan ukltadu E, a mianowi-
cie:

SS(Ep) ={{{0,p}, {{0,p},s(t)}, p}, {0, p}, {{0, p}, s() }}-

Gdy przyjrzymy si¢ elementom zbioru SS(E;), nasunie si¢
watpliwosé co do jednoznacznego okreslenia ich elementéw. Czy
moze istnie¢ zbiér T'? Fakt, ze zbiér jest wyznaczony jednoznacz-
nie przez swoje elementy sugeruje, ze dla uktadu réwnan, w kté-
rych nie wystepuja zapetlenia, istnieje jedno rozwiazanie. Czy
uklad B+ ma rozwigzanie? Jesli tak, to ile? Teoria zbioréw nie-
ufundowanych odpowiada na powyzsze kwestie poprzez wprowa-
dzenie aksjomatu antyufundowania, ktéry glosi, ze

Kazdy ukltad réwnan ma doktadnie jedno rozwigzanie3®.

36 W pierwszych pracach omawiajacych zbiory nieufundowane, aksjomat an-
tyufundowania, wykorzystujac pojecie grafu i dekoracji gtosil, ze kazdy graf
posiada dokladnie jedng dekoracje. Por. Aczel [1988] s. 6. Przedstawiona w
niniejszej pracy wersja aksjomatu nosi takze nazwe lematu o rozwiazaniu (so-
lution lemma)



O pewnych ideach teorii typow . . . 31

=
—

Wprowadzenie do systemu ZF aksjomatu antyufundowania
w miejsce aksjomatu regularnosci powoduje rozszerzenie uniwer-
sum zbioréw o nowego rodzaju przedmioty nazywane zbiorami
nieufundowanymi (hiperzbiorami). Tym samym nasz przyklado-
wy uklad E;v ma dokladnie jedno rozwigzanie, czyli istnieje do-
ktadnie jedna funkcja przyporzadkowujaca kazdej zmiennej ukla-
du zbiér (ufundowany badz nie). Aksjomat antyufundowania jest,
czego moze na pierwszy rzut oka nie widaé¢, gwarantem istnienia
zbioréw nieufundowanych. Najprostszym przyktadem zbioru nie-
ufundowanego jest stynny juz zbiér X = {X}, ktory Peter Aczel
nazwal zbiorem Q37. Przyjecie aksjomatu antyufundowania spra-
wia, ze istnieje tylko jeden zbiér speliajacy formule .z € z”,
a mianowicie wspomniany juz zbiér €2, cho¢ oczywiscie jest on
wartoscig rozwigzan nieskonczonej liczby réznych uktadéw row-
nan.

Dowod jedynoéci zbioru 2 sktania do zastanowienia sie nad
problemem warunkéw, jakie musza spelniaé¢ uklady réownan, aby
ich rozwiazania byly identyczne. Problem ten jest innym sformu-
lowaniem zagadnienia identycznosci zbioréw. W teorii mnogoéci
ZF kwestia identycznoéci zbiorow jest rozwigzana przez wprowa-
dzenie aksjomatu ekstensjonalnosci. Aksjomat ekstensjonalnosci

glosi, ze dwa zbiory sa identyczne, jesli maja jednakowe elementy.
Symbolicznie: (Vz)[z € A=z € B] — (A = B).

Jednakze w przypadku zbioréw nieufundowanych aksjomat po-
wyzszy nie spelnia swojej funkcji. Wezmy dwa zbiory: A = {B}
i B ={A} i sprawdZmy, czy sa one identyczne. Z aksjomatu eks-
tensjonalno$ci mamy, ze A = B, jeSli B = A, co oczywiscie nie jest
rozstrzygnieciem naszego problemu. Jesli zastosujemy opisane juz
pojecia ukladu réwnan i rozwiazania uktadu rownan, to okaze sie,
ze zbiory A i B sg identyczne ze zbiorem ().

37 Por. Aczel [1988], s. 6. Zbiér Q jest wartoscia rozwigzania s réwnania
postaci e; = {z}. Jesli a # Q byloby zbiorem takim, ze a = {a}, to a bylby
wartoscia rozwiazania ¢ réwnania postaci e, = {x}. Zgodnie z aksjomatem
antyufundowania mamy t = s. Zatem a = €.
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Wezmy z kolei dwa przykladowe uktady réwnan. Niech uktady
E'i E? skladaja sie z nastepujacych réwnan:

uktad El: el = {z} oraz
uktad E?: 2 = {y},

632/ ={z,z},

e? = {x}.

Zgodnie z przyjetym aksjomatem antyufundowania kazdy
z uktadéw E' i E? ma dokladnie jedno rozwiazanie. Jednakze oka-
zuje sie, ze wartosdcig rozwigzania kazdego z réwnan obu ukladéw
jest ten sam zbiér €2. Problem identycznoéci zbioréw nieufundo-
wanych zmusza do poszukania innego kryterium identycznoéci niz
to, ktére zawarte jest w aksjomacie ekstensjonalnosci. Kryterium
takie nosi nazwe relacji bisymulacji. Zagadnienie bisymulacji jest
problemem do$¢ obszernym, dlatego zostanie tutaj jedynie naszki-
cowane.

Definicja 43%. Méwimy, ze relacja R jest relacjq bisymula-
cji zbiorow wtw, gdy R jest relacja zachodzaca miedzy zbiorami,
spelniajaca nastepujace warunki:

Jesli aRb, to

(1) dla kazdego zbioru ¢ € a istnieje zbiér d € b taki, ze cRd,
(2) dla kazdego zbioru d € b istnieje zbior ¢ € a taki, ze cRd,
(3) anU =bNU, gdzie U jest uniwersum wszystkich atoméw.

Relacja identycznosci zbioréw musi spelnia¢ warunki bisymu-
lacji. Oznacza to, ze aby wykazaé identyczno$¢ zbioréw, nie mozna
opiera¢ sie jedynie na aksjomacie ekstensjonalnosci. Przy ustala-
niu identycznoéci zbioréw w poszerzonym o zbiory nieufundowa-
ne uniwersum bardzo istotna staje sie struktura ich elementéw.
Podstawows relacja, ktora ustala strukture zbioru, jest oczywiscie
relacja nalezenia.

38 Barwise, Moss [1996], s. 81.
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Odrzucenie aksjomatu regularnosci, gwarancja istnienia zbio-
row wyznaczonych przez dowolne formuly oraz poszerzenie uni-
wersum zbioréw o hiperzbiory sugeruje, ze teoria zbioréw nieufun-
dowanych odrzuca drugg idee teorii typow. Aksjomat antyufundo-
wania, zastepujac aksjomat regularnosci, sankcjonuje istnienie do-
wolnych funkcji zdaniowych. Wydaje sie jednak, ze pierwsza idea
teorii typéw zostaje w teorii hiperzbioréw utrzymana. Wskazuje
na to obecnos¢ aksjomatu wyrdzniania. Nalezy jednak pamietaé,
ze w rozszerzonym uniwersum zbioréow, takze na mocy aksjomatu
wyroézniania, istnieja podzbiory zbioréw nieufundowanych.

Podsumowanie

Odkrycie na poczatku XX wieku antynomii Russella przyczy-
nito sie do rozwoju réznorodnych teorii logiczno—matematycznych.
Pierwotnym rozwiagzaniem problemow zwigzanych z antynomia by-
ta teoria typow. W dalszej kolejnosci teorig typoéw wyparty rézno-
rodne aksjomatyczne teorie mnogosci. Zaproponowana przez Rus-
sella teoria typéw wyznaczyta szereg mozliwych sposobéw uniknie-
cia antynomii. Teoria mnogosci Zermelo, systemy Quine’a i w kon-
cu teoria zbiorow nieufundowanych w réznorodny sposdb wyko-
rzystaly rozwiazania teorii typéw. Ponizsza tabela przedstawia te
wzajemne zwiazki.

Teoria Teoria System System ML | Teoria
typoéw mnogosci NF Quine’a zbioréw
Zermelo Quine’a nieufun-
dowanych
I idea | pojecie ty- | aksjomat reguta aksjomat na- | aksjomat
teorii pu i funk- | wyréznia- abstrakcji lezenia *202 wyroéznia-
typoéw cji predyka- | nia R3’ nia
tywnej
II idea | pojecie ty- | aksjomat stratyfikacja | stratyfikacja aksjomat
teorii pu i funk- | regularnosci w aksjomacie | antyufun-
typoéw cji predyka- nalezenia dowania
tywnej *200
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