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Twierdzenia Godla a niemechanicznos¢é
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Formalna krytyke argumentacji za antymechanicyzmem, ja-
kiego zwolennkiem jest na przyklad Lucas, podaje Krajewski'.
Przeprowadzenie tego rozumowania wymaga zgody Antymechani-
cysty na przyjecie kilku warunkéw, ktére sa jednak ,zyczliwe”.
Argumentacja prowadzona jest w konwencji sporu Antymechani-
cysty z Mechanicysta. Rozumowanie, nie ma jednak charakteru gry
i nie polega, jak mozna by przypuszczaé, na naiwnosci Antyme-
chanicysty, ktéry sktonny jest zgodzi¢ sie na podchwytliwe zatoze-
nia, podsuwane mu przez Mechanicyste, lecz pokazuje ogranicze-
nia globalnej argumentacji? powolujacej sie na twierdzenia Gédla,
przy rzeczywiscie stabych wymaganiach w stosunku do procedury
wygodlowania”3. Gdyby opisana przez Krajewskiego konstrukcja
mogla zostaé zrealizowana, to i tak trudno byloby zgodzi¢ sie, ze
jest to ostateczne pograzenie Mechanicysty. Skoro jednak tak libe-
ralne warunki nie moga by¢ zrealizowane, to Swiadczy to o tym, ze
wykorzystanie twierdzenia Godla do uzasadnienia wyzszosci umy-
stu nad maszyna w sposob globalny, jest niemozliwe. Warunki pro-
ponowane przez Krajewskiego mozna sformutowaé nastepujaco’:

1'S. Krajewski, op. cit., ss. 141 nn. Argumentacja ta jest zaczerpnieta z:
G. Lee Bowie, ,,Lucas’ number is finally up”, Journal of philosophical Logic 11
(1982), 279-285, por. réwniez: S. Krajewski, ,Twierdzenie Godla a filozofia”,
Studia Filozoficzne Nr 6-7 (1988), 157-177.

2Chodzi o podanie ogélnej metody dla wszystkich maszyn Turinga.

30znacza ona bazujace na twierdzeniu Godla wykazanie wyzszosci anty-
mechanicysty nad dana maszyng Turinga (przedtozenie odpowiedniego zdania
godlowskiego.

4 Por. S. Krajewski, op. cit., ss. 141 nn.
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1. Maszyna, ktora ewentualnie ma by¢é modelem umystu, musi
byé¢ maszyna Turinga.

2. Antymechanicysta musi ,reagowaé¢” przynajmniej na kazda
niesprzeczng maszyne Turinga, reakcja na maszyny sprzecz-
ne moze by¢ dowolna.

3. Reakcja Antymechanicysty ma polegaé¢ na wskazaniu zdania
niedowodliwego dla kazdej maszyny niesprzeczne;j.

Ponadto zakladamy, ze procedura konstrukcji zdania niedowodli-
wego jest procedura efektywna, tzn. jest wyrazona przez funkcje
rekurencyjna F'(k) (czeSciowa lub totalna).

Zalozenie pierwsze, aczkolwiek arbitralne, jest jednak dobrze
uzasadnione. Gdyby Mechanicysta twierdzil, ze umyst jest maszy-
ng, lecz maszyna ta ma mozliwosci wieksze, niz maszyna Turinga,
nie twierdzilby w zasadzie nic wiecej, jak tylko to, ze umyst jest
obiektem fizykalnego swiata, a w szczegélnosci o wlasnoéciach tak
rozumianego umystu nie powiedziatby nic wiecej niz to, co i tak
mowi wspolczesna nauka.

Zalozenie drugie jest liberalne, intuicyjnie wydaje sie¢ nawet
zbyt stabe. Jednak jego wzmocnienie prowadzi do istotnych proble-
moéw formalnych. Nie jest bowiem mozliwe efektywne rozstrzygnie-
cie tego, czy dowolna maszyna jest niesprzeczna, poniewaz zbior
indekséw niesprzecznych maszyn Turinga nie jest rekurencyjny.
Nie istnieje maszyna Turinga, ktéra potrafitaby wskaza¢ wszystkie
niesprzeczne maszyny na liscie wszystkich maszyn Turinga. Istot-
nie. Zalézmy bowiem, dla dowodu nie wprost, ze zbidér indekséw
wszystkich niesprzecznych maszyn Turinga C, jest rekurencyjny,
co jest rownowazne temu, ze funkcja charakterystyczna zbioru C'
jest rekurencyjna. Poniewaz kazda (i tylko) funkcja rekurencyjna
jest T—obliczalna, czyli daje sie obliczy¢ przy pomocy pewnej nie-
sprzecznej maszyny Turinga, wiec istnieje maszyna Turinga M,
umiejaca rozstrzygnaé dla dowolnej liczby naturalnej k, czy k € C.
W szczegélnodei, poniewaz g € C, maszyna M, potrafitaby do-
wie$¢ wlasnej niesprzecznosci, a wiec zgodnie z II twierdzeniem
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Godla, bytaby sprzeczna, a to jest niemozliwe, poniewaz zbiér C
z zalozenia nie jest sprzeczny. Tak wiec zalozenie o rekurencyj-
noéci zbioru C prowadzi do sprzecznosci, co konczy dowdd. Zbior
C nie jest zatem rekurencyjny. Zbiér C' nie jest nawet rekurencyj-
nie przeliczalny, poniewaz gdyby byl rekurencyjnie przeliczalny, to
takim bylby réwniez zbiér wszystkich indekséw maszyn sprzecz-
nych, a zatem zbiér C' bylby rekurencyjny, wbrew temu co zostato
wykazane powyzej®.

Jak tatwo zauwazy¢, funkcja totalna F'(k), okre$lona nastepu-
jaco:

Gr(My), dla k € C,
,, zdanie sprzeczne” dla pozostaltych k,

F(k) = {

gdzie Grp(Mjy) oznacza zdanie Godlowskie dla k-tej maszyny Tu-
ringa. nie moze byé¢ rekurencyjna, poniewaz w przeciwnym wy-
padku zbiér C bytby rekurencyjny, co byloby sprzeczne z tym,
co zostalo wykazane powyzej. Aby sprawdzi¢, czy k € C, dla do-
wolnego k, wystarczyloby bowiem obliczy¢ F(k). Funkcja F(k)
musi by¢ zatem czeSciowa. W takim przypadku jednak, warunek
C' C Dom(F) nie jest weryfikowalny w efektywny sposob, ponie-
waz pociggatoby to znéw rozstrzygalnosé zbioru C. Nie jest zatem
mozliwa pelna automatyzacja dowodu na wyzszo$¢ umystu nad
wszystkimi maszynami Turinga, poniewaz wymagal aby ona od-
réznienia maszyn sprzecznych od niesprzecznych.
Antymechanicysta moégltby jednak rozumowaé nastepujaco.
Skoro sama konstrukcja zdania Godla dla dowolnej maszyny, réw-
niez sprzecznej, nie wydaje sie problematyczna i moze by¢, pod
pewnymi warunkami®, zautomatyzowana, nic nie stoi na przeszko-

5 Dowolny podzbiér liczb naturalnych jest rozstrzygalny, wtedy i tylko wte-
dy gdy zaréwno ten podzbior jak i jego dopelnienie w zbiorze liczb naturalnych
sa rekurencyjnie (efektywnie) przeliczalne.

5 Tworzac zdania Gédla automatycznie, nie mozemy wykluczyé, ze niektére
z nich okazg sie falszywe (w modelach standardowych).
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dzie, aby wyprodukowaé zdania Gdédla dla kazdej maszyny ,,przed
walka”, a nastepnie w razie potrzeby pokaza¢ je Mechanicyscie.
Wolno nam jednak pokaza¢ zdania niedowodliwe wylacznie ma-
Szynom niesprzecznym, natomiast maszynom sprzecznym musimy
pokazaé¢ zamiast zdania Godla co$ innego, np. ,czerwona kartke”.
Cho¢ operacja ta nie moze by¢ efektywna, jak pokazano powyzej,
to wydaje sie, ze przynajmniej jej cze$¢ zwigzana z sama kon-
strukcja zdan Godla moze byé efektywna. W takiej sytuacji, gdy-
by w jaki$ inny, niekoniecznie efektywny sposéb udato sie oddzielié¢
maszyny niesprzeczne od sprzecznych, Antymechanicysta mégtby
mieé¢ pewnosé, ze dla kazdej niesprzecznej maszyny bedzie umiat
wskazaé zdanie, ktérego ta maszyna nie potrafi dowies¢.

Mozna prébowaé definiowaé funkcje F, uzyta do konstrukcji
zdan Godla, jako funkcje totalna, mianowicie F'(k) = Gr(My), dla
kazdego k lub przyjaé zalozenie stabsze, jak zdaje sie czyni¢ Kra-
jewski, pomniejszajac ewentualnie dziedzine funkcji F' o te warto-
sci k, dla ktorych mozna efektywnie stwierdzié, ze k ¢ C. Przy ta-
kich okresleniach funkcji F' warunek C' C Dom/(F') jest efektywny,
przy czym wykluczony jest oczywiscie przypadek C' = Dom/(F).
Poniewaz cate rozumowanie Krajewskiego ma charakter dowodu
nie wprost, nalezy przyjaé, ze F' jest dowolng funkcja rekurencyj-
na czedciowa, ktérej wartosciami dla wszystkich k € C' sa zdania
Gr(My), natomiast dla k ¢ C warto$¢ funkcji jest dowolna, lecz
ustalona.

Liberalny warunek drugi’” wymaga od Antymechanicysty tyl-
ko tego, aby dla kazdej niesprzecznej maszyny M, wskazal zda-
nie F(k), ktérego ta maszyna nie dowodzi. Postugujac sie funk-
cja F, czesciowa lub totalng, zdefiniowana jak wyzej, nie mozna
wykluczy¢, ze Antymechanicysta wskaze dla niektérych maszyn
sprzecznych zdanie Godla, ktére jednak w tym przypadku nie be-
dzie zdaniem niedowodliwym, poniewaz maszyna bedzie sprzecz-
na. Warunek drugi wydaje sie wiec zbyt staby na to, aby mozna

"Por. s. ?7.
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bylo uznaé¢ wyzszos¢ umystu nad maszyna. Sytuacja jest jednak
jeszcze gorsza, poniewaz, jak sie okazuje, przy powyzszych zaloze-
niach funkcja F jest sprzeczna, czyli nie moze istnie¢®.

Formalnie z powyzszego rozumowania wynika przede wszyst-
kim to, ze proba efektywnego ,wygddlowania” dowolnej nie-
sprzecznej maszyny Turinga, a nawet efektywna konstrukcja zbio-
ru zdan niedowodliwych, w ktérym sa uwzglednione przynajmniej
wszystkie maszyny niesprzeczne, przy warunkach 1 do 3 okazuje
sie niemozliwa. Oznacza to, ze ktorys z warunkow jest zbyt mocny.
Warunek pierwszy jest dobrze uzasadniony i nie bedziemy chcieli
z niego rezygnowac. Nalezy wiec zrezygnowaé z warunku dwa lub
trzy. Warunek drugi jest i tak zbyt staby, wiec dalsze jego ostabia-
nie nie ma sensu. Pozostaje wiec rezygnacja z warunku trzeciego,
tzn. z postulatu, iz funkcja F' ma byé¢ rekurencyjna.

Whioskiem z argumentacji, jest zatem stwierdzenie, iz, postu-
gujac sie twierdzeniami Godla, wyzszo$ci umystu nad maszyng nie
mozna wykaza¢ w sposéb formalny (efektywnie). Nie oznacza to
oczywiscie, ze nie jest mozliwe wykazanie tego faktu w inny spo-
sOb. Antymechanicysta nie bedzie przeciez upieral sie, ze procedu-
ra ,wygodlowania” musi by¢ mechaniczna. Dyskusyjne jest takze
przekonanie o tym, ze tylko dowdd formalny jest ostatecznie roz-
strzygajacy. Nie jest oczywiste, czy kazdy dowdéd w matematyce
mozna przedstawi¢ w postaci skonczonego ciagu wyrazen, z kté-
rych kazde jest badz aksjomatem, badz zalozeniem, badz powstaje
z poprzednich przez uzycie reguly odrywania. Istnieja w matema-
tyce dowody, ktore, jak uwazaja matematycy, nie sg efektywne
w powyzszym sensie. Kazde operowanie aktualng nieskonczono-
$cig w dowodach nie moze byé efektywne?. Préba ostatecznego
rozwigzania tej kwestii w sposob formalny, jak pokazalty losy tzw.

8 Por. S. Krajewski, op. cit., s. 145.
¥ Przykladem jest stosowanie tzw. w-reguly, ktéra odpowiada wnioskowa-
niu na podstawie nieskonczonej liczby przestanek. 777
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programu Hilberta, na razie sie nie powiodla. Jezeli zatem ktos
uwaza, ze jego umyst przewyzsza maszyne, musi to wykazaé sam,
nie moze si¢ w tym celu postuzyé¢ zadnym automatem.
Rozwazmy jeszcze co wynika z powyzszej argumentacji dla Me-
chanicysty. Ot6z Mechanicysta, jezeli jest rzetelny, nie moze igno-
rowaé ograniczen systeméw formalnych, jakie wynikajg z twier-
dzen Godla. Aby podtrzymaé swoje stanowisko, mogtby prébo-
waé wykazaé, ze procedura ,wygodlowania’, w oparciu o ktora
Antymechanicysta glosi wyzszo$é umyshu nad maszyng Turinga,
jest w zasiegu mozliwosci maszyny Turinga. Gdyby Mechanicy-
sta wykazal, ze mozliwa jest konstrukcja funkcji rekurencyjnej,
jak w argumentacji Krajewskiego, pokazalby réwnoczes$nie, acz-
kolwiek przy dosé¢ silnych z punktu widzenia mechanicyzmu za-
lozeniach, ze sama mozliwo$¢ wygodlowania nie wymaga ponad—
mechanicznych umiejetnoéci. Bylby to zatem dobry argument za
tym, ze twierdzenia Godla nie obalajg mechanicyzmu. Jak wykaza-
no jednak wyzej, nie jest to mozliwe. Wyrazajac si¢ nieco bardziej
poetycko, o ile powyzsze rozwazanie pokazuje, ze Antymechanicy-
sta nie odnosi ostatecznego zwyciestwa, to dla Mechanicysty moze
ono oznacza¢ kleske, o ile nie dostarczy on nowego argumentu.
Mozna w tym miejscu zadaé pytanie, czy twierdzenia Godla
majg w ogble jakikolwiek wplyw na rozwazania o naturze umystu.
Odpowiedzia na to pytanie moze byé¢ nastepujace rozumowanie
przedstawione przez Benacerrafa'?. Zalézmy, ze S* oznacza zbiér
wszystkich zdan, ktére umyst przyjmuje. Niech zbiér ten bedzie
domkniety na konsekwencje logiczna, czyli powiekszony o wszyst-
kie te zdania, ktére wynikaja logicznie z twierdzen dowiedzionych
przez umysl. Zalézmy dalej, ze umyst dowodzi wylacznie zdan
prawdziwych, czyli jest adekwatny semantycznie, co pociaga bez-
posrednio niesprzeczno$é¢ S*. Zatézmy w koncu, ze fakt niesprzecz-
nosci umyshu jest nam wiadomy, czyli w jakis sposéb uzasadniony

(niekoniecznie formalnie):
(i) CONS(S*) € S*.

10 P, Benacerraf, ,,God, the Devil and Gédel”, The Monist 51 (1967), 9-32.
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Niech W} bedzie pewnym rekurencyjnie przeliczalnym zbio-
rem zdan, przy czym k jest efektywnie danym indeksem odpo-
wiedniej maszyny Turinga, generujacej ten zbiér. Rozwazmy teraz
nastepujaca sytuacje. Po pierwsze przyjmijmy, ze Wy jest zbiorem
odpowiednio bogatym, to znaczy zawierajacym tak zwana staba
arytmetyke, i umiemy tego dowies¢, czyli:

(i) (Ar C Wy) € S*.

Warunek (ii) formalizuje nasze wymagania w stosunku do ma-
szyny Turinga, eliminujac na uzytek dyskusji, zbyt proste systemy,
do ktoérych nie stosuja sie twierdzenia Godla. Skoro my ,,posiada-
my” arytmetyke, to musi ja réwniez zawiera¢ Wy, aby maszyna ta
mogta byé¢ kandydatem na model umystu. Zatézmy teraz, ze Wy,
zawiera sie¢ w S* oraz umiemy tego dowies¢:

(iii) (W) C S*) € S*.

Warunek (iii) wydaje sie intuicyjny i zachodzi przynajmniej dla
niektérych maszyn Turinga. W takich przypadkach Wy jest wia-
Sciwym podzbiorem S*. Warunki (i)—(iii) prowadza do nastepuja-
cych wnioskéw. Zauwazmy najpierw, ze Wy, nie moze by¢ sprzeczny
oraz umiemy tego dowies¢, mianowicie gdyby Wy byt sprzeczny,
to w zwiazku z tym, ze W}, zawiera si¢ w S* (na mocy (iii)), umyst
réwniez byltby sprzeczny, czyli ~CON S(S*) byloby prawdziwe, to
za$ jest niemozliwe ze wzgledu na (i) i adekwatno$¢ semantyczng
S*. Mamy wiec:

(iv) CONS(Wy) € S*.

Rozwazmy teraz, co staloby sie w sytuacji, gdy umyst byltby
rownowazny pewnej maszynie Turinga, czyli gdyby zachodzi:
(v) S* = Wy, dla pewnego k.

Wtedy z (iv) oraz (v) otrzymujemy:
(vi) CONS(Wy) € Wy,
co oznacza, ze w systemie formalnym jest dowodliwa formalna nie-
sprzeczno$é¢ tego systemu. Na mocy twierdzenia Godla mozemy
stad wnioskowaé, ze S* jest sprzeczny. Jezeli wiec chcemy utrzy-
ma¢ zalozenie, ze umysl jest niesprzeczny oraz réwnowazny pewnej
maszynie Turinga, musimy zmodyfikowaé¢ zalozenia (ii) lub (iii).
Poniewaz zalozenie (ii) jest niezbedne z punktu widzenia rozwa-
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zanego sporu, pozostaje jedynie odrzucenie zalozenia (iii). Mamy
wiec:
(vii) Jezeli Wi, = S* oraz S* jest niesprzeczny, to (W), = S*) ¢ S*.
Zauwazmy rowniez, ze w przypadku gdy Wy jest wlasciwym
podzbiorem S*, (iv) nie prowadzi do sprzecznosci, nie musimy wiec
rezygnowaé z (iii). Ostatecznie z rozumowania Benacerrafa wyni-
ka, ze jezeli nie chcemy rezygnowa¢ z przekonania, ze umyst jest
niesprzeczny, to albo nie jesteSmy maszynami i nie jest wykluczo-
ne, ze mozemy tego dowiesé, albo jesteSmy maszynami, lecz wtedy
nie jesteSmy w stanie tego dowies¢. Twierdzenia Godla wyklucza-
ja wiec sytuacje, ze jesteSmy niesprzecznymi maszynami i umiemy
tego dowies¢.

Kk3k

Na zakonczenie rozwazan dotyczacych implikacji filozoficznych
twierdzen Godla, wypada przyjrzeé sie temu, co na ten temat mial
do powiedzenia sam Goédel. Sadzil on, ze problemy, ktore pojawi-
ly sie w zwiazku z badaniami nad matematycznym pojeciem obli-
czalno$ci w ostatnich kilku dziesiecioleciach, koncentruja sie wokét
faktu, ktory mozna okresli¢ nieuzupeinialnoscig lub niewyczerpal-
noscig matematyki'l. Fakt ten daje o sobie znaé, gdy mamy do
czynienia z systemami aksjomatycznymi i dotyczy nie tyle wnio-
skowan warunkowych, co podstawowych twierdzen matematyki sa-
mej w sobie (mathematics proper), ktére sa prawdziwe w absolut-
nym sensie — ,without any further hypothesis” 2. Prawdy takie,
uwaza Godel, istnieja bez watpienia. Przyktadem sa twierdzenia
finitystycznej matematyki, takie jak 2+ 2 = 4 oraz niektdre [pod-
kreslenie Godla] reguty wnioskowan. Aksjomaty matematyki samej
w sobie jawia si¢ umystowi tak konieczne i prawdziwe, ze od uczu-
cia tego ,nie ma ucieczki” i zaden dowdd ich prawdziwosci nie jest

1 Incompletability or inechaustability”, por. K. Godel, ,Some basic the-
orems on the foundations of the mathematics and their implications”, [w:]
K. Goédel, Collected Works, vol. I11, Oxford Univ. Press, New York 1995, s. 305.

12 Ihidem, s. 305.
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potrzebny. Jezeli chodzi o zakres owej absolutnej matematyki, to
nie wszyscy sa jednomyslni. Intuicjonisci oraz finitycysci odrzucaja
niektére aksjomaty lub pojecia, ktére sa uznawane przez innych,
np. zasade wylaczonego srodka lub ogdlne pojecie zbioru.
Nieuzupelnialno§¢ matematyki jest ogélnym wnioskiem
z pierwszego twierdzenia Godla i pojawia sie w szczegdlnoéci w teo-
rii mnogoéci w zwiazku z proba jej aksjomatyzacji. Okazuje sie,
ze jakkolwiek podalibyémy aksjomatyke teorii mnogosci, pod wa-
runkiem, ze zrobimy to w efektywny sposob, pewne prawdy teo-
riomnogosciowe nie beda daly sie uja¢ w tej aksjomatyce. Pojawia
siec mianowicie zdania niezalezne, a co wiecej jest to rownowazne
pewnym faktom z teorii liczb (teorii zbioréw skoniczonych), miano-
wicie nierozwiazywalnosci niektérych probleméw diofantycznych.
Nie istnieje bowiem efektywna procedura umiejaca rozstrzygnaé
wszystkie problemy diofantyczne odpowiedniego typu. Nikt nie
bedzie w stanie, twierdzi Godel'®, stworzy¢ jakiegokolwiek efek-
tywnie danego systemu aksjomatycznego i wypowiedzie¢ o nim
niesprzecznie nastepujacego twierdzenia: ,Wszystkie te aksjoma-
ty 1 reguly postrzegam (z matematyczna pewnoscia) jako praw-
dziwe, a ponadto wierze, ze zawieraja one cala matematyke”!4.
Jezeli kto$ tak czyni, zaprzecza sam sobie. Aby méc tak stwier-
dzié, trzeba wiedzie¢, ze aksjomaty te sa niesprzeczne, a tego nie
da sie wykaza¢ w samym systemie aksjomatycznym — trzeba mieé
wglad .z zewnatrz”. Niemniej nie nalezy wyciagaé¢ z powyzszych
rozwazan pochopnych wnioskéw — na przyktad odpowiedz na pyta-
nie, ,czy jakikolwiek efektywnie dany system aksjomatyczny mo-
ze zwiera¢ cala matematyke wlasciwa’ zalezy od tego, co rozu-
miemy przez matematyke wlasciwa (mathematics proper). Jezeli
przez matematyke wlasciwa rozumiemy system wszystkich praw-
dziwych zdan matematycznych, odpowiedZ na powyzsze pytanie

13 Ibidem, s. 309.

14 All of these azioms and rules I perceive (with mathematical certitude) to
be correct, and moreover I believe that they contain all of mathematics” ;ibidem,
s. 309.
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jest negatywna. Natomiast gdy przez matematyke wlasciwa rozu-
miemy wszystkie zdania dowiedlne w danym systemie aksjoma-
tycznym, odpowiedz jest pozytywna. Godel prowadzi dalsze roz-
wazania w oparciu o rozgraniczenie tych dwoéch poje¢. Matematy-
ke w sensie pierwszym nazywa matematyka obiektywng, natomiast
matematyke w sensie drugim, matematyka subiektywnqg. Z I1 twier-
dzenia Godla wynika, ze matematyka obiektywna nie moze by¢
zaksjomatyzowana (w sposéb efektywny), poniewaz twierdzenie
wyrazajace formalng niesprzecznosé tego systemu cho¢ prawdzi-
we, nie moze byé dowiedzione w tym systemie. Zadna maszyna
Turinga nigdy nie bedzie wiec w stanie wyprodukowaé calej ma-
tematyki obiektywnej. W stosunku do matematyki subiektywnej
nie mozna jednak wykluczyé, ze taka maszyna Turinga moze ist-
nieé. Niemniej, jezeli istnieje, to wykluczone jest, aby kiedykolwiek
mogla wiedzie¢ z matematyczna pewnoscia, ze jej twierdzenia to
wszystkie poprawne twierdzenia matematyki (subiektywnej), po-
niewaz aby to stwierdzi¢, musialaby wiedzie¢, ze jest niesprzeczna,
a to wymaga wgladu z zewnatrz systemu. Maszyna jest w stanie
stwierdzi¢ niesprzecznosé¢ swoich twierdzen jedynie dla skoniczonej
liczby przypadkéw, aczkolwiek dowolnie duzej'®. Gdyby umyst byt
maszyng Turinga, czyli gdyby tworzyl matematyke subiektywna,
to powyzsze ograniczenia stosowalyby sie réwniez do niego'® — ni-
gdy nie bylby w stanie do konca zrozumieé¢ swojego dziatania. Ta
niemozliwo$é¢ jawitaby sie mu blednie jako nieograniczono$é¢ lub
niewyczerpalnosé matematyki.

15 Upraszczajac, mozna powiedzieé, ze jezeli formuta ¢(z) ma postaé ,z nie
jest numerem godlowskim dowodu zdania absurdalnego”, to maszyna jest
w stanie dowies¢ tej formuty dla dowolnej liczby naturalnej, lecz réwnoczeénie
nie jest w stanie dowies$¢ zdania ogdlnego Vz ¢(x). Gdyby jednak nasz umyst
byt taka maszyna, to nie mozna wykluczyé, ze niesprzecznosé umystu bedzie
mogta byé dowiedziona w inny, nieformalny sposéb, na przyktad empirycznie,
w oparciu o nauke o mézgu. Jest bowiem prawdopodobne, ze mézg (choé nie
umyst), jako skonficzony obiekt, dziata analogicznie do maszyny Turinga.

16 Por. rozumowanie Benacerrafa.
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Powyzsze rozwazania Goédel podsumowuje alternatywa, ktora
mozna wyrazi¢ nastepujaco: albo umyst nieskonczenie przewyzsza
kazdg maszyne Turinga, a wiec matematyka jest nieuzupeinialna
w tym sensie, ze jej oczywiste prawdy nigdy nie bedg mogly byé
wyrazone efektywnie danym zbiorem aksjomatow, albo istniejg ab-
solutnie nierozwigzywalne problemy diofantycznel”. Jest przy tym
mozliwe, ze oba czlony alternatywy sg prawdziwe, cho¢ Godel wie-
rzyl, podobnie jak Hilbert, ze w matematyce nierozwigzywalne
problemy nie istnieja.

Filozoficzne wnioski z powyzszej alternatywy sa wedtug Godla
nastepujace. Przede wszystkim, obydwie mozliwosci zdecydowanie
implikuja stanowisko antymechanicystyczne. Jezeli pierwszy czton
jest prawdziwy, to umyst nie da sie zredukowaé do mézgu, ktory,
jako obiekt fizykalnego $wiata, najprawdopodobniej jest skonczo-
nym automatem, ze skoniczong liczbg neurondéw i potaczen miedzy
nimi. Skoro wiec umyst przewyzsza mobzg, to prowadzi to do ja-
kiej§ wersji mentalizmu. Jezeli drugi czton jest prawdziwy, czyli
gdy istnieja absolutnie nierozwiazywalne problemy matematycz-
ne, to zdaje sie to, wedlug Godla, obalaé poglad, ze matematyka
jest wylacznie naszym wtasnym tworem. Jest tak dlatego, iz twor-
ca musi z koniecznosci znaé wszystkie wlasnosci swojego dzieta,
jezeli dzieto to, a tak jest w przypadku matematyki, powstaje nie-
zaleznie od $wiata zmystowego (a priori). Prawdziwo$¢ drugiego
czlonu wskazuje na to zatem, ze przynajmniej niektére obiekty
i prawdy matematyczne istnieja obiektywnie, niezaleznie od ak-
téw mentalnych i subiektywnych decyzji matematykdéw, choé na-
tura tych obiektéw — ich sposob istnienia, nie jest w zaden sposéb
zdeterminowana przez powyzszg alternatywe. Czton drugi prowa-
dzi wiec do platonizmu (realizmu pojeciowego).

7 Oryginalne sformutowanie Gédla brzmi nastepujaco: ,,Either mathematics
is incompletable in this sense, that its evident axioms can never be comprised
in a finite rule, that is to say, the human mind (even within the realm of pure
mathematics) infinitely surpasses the powers of any finite machine, or else
there exist absolutely unsolvable diophantine problems of the type specified”,
K. Goédel, Collected works...., op. cit, s. 310.
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Godel formutuje kilka heurystycznych argumentéw za platoni-
zmem, twierdzgc, wbrew formalistom, ze matematyka jest synte-
tyczna. Jeden z tych argumentéw brzmi nastepujaco. Zatézmy, ze
twierdzenia matematyczne wyrazaja jedynie pewne aspekty kon-
wencji jezykowych, tzn. twierdzenia powielaja jedynie te konwen-
cje. Prawdziwos¢ twierdzen wynikalaby zatem z wczedniej zdefinio-
wanych znaczen termindéw w nich wystepujacych, krétko méwiac
wszystkie twierdzenia bylyby analityczne oraz dalyby sie sprowa-
dzié, przez odpowiednie podstawienia, do tautologii postaci a = a.
Gdyby jednak tak byto, pisze Godel, to sprawdzenie dla dowolnej
formuty, czy jest poprawna, mogloby odby¢ sie catkowicie auto-
matycznie, a to jest niemozliwe, poniewaz systemy takie nie moga
by¢ zupelne. Godel pisze dalej, ze w przypadku syntaktycznej in-
terpretacji matematyki, nie istnieje zadne racjonalne uzasadnienie
faktu, ze klasyczna matematyka jest niesprzeczna czy ,dajaca sie
stosowaé (applicable)”!8.

Stojac na gruncie platonizmu, Godel uzasadnia potrzebe wzbo-
gacania teorii aksjomatycznych o nowe aksjomaty!'?. Jednym z kry-
teriow w tym postepowaniu jest, obok intuicyjnej prawdziwosci,
uzytecznosé (fruitfulness) nowych aksjomatéw w rozwiazywaniu
probleméw matematycznych. Aksjomaty maja pozwoli¢ odkryé
nowe prawdy o obiektywnym swiecie bytéw matematycznych. Po-
trzeba taka jest szczegdlnie wyrazna na terenie teorii mnogosci.
Cho¢ zaden elementarny system aksjomatyczny, dany w sposéb
rozstrzygalny, nie moze by¢ zupelny, co wynika z twierdzen Godla
dyskutowanych powyzej, to mozliwe jest jednak, ze nowe aksjo-
maty teorii mnogosci pozwola rozstrzygnaé wazne problemy nie-
rozstrzygalne na gruncie dotychczasowych aksjomatéw?’. Jedna
z takich waznych kwestii jest wspomniana hipoteza continuum.

18 Ibidem, s. 318.

19 K. Gédel, ,What is Cantor’s continuum problem?”, op. cit.

20 By¢ moze nawet niektére problemy dotyczace réwnan diofantycznych.
K. Godel, ,What is Cantor’s continuum problem?”, op. cit, s. 182.
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W poszukiwaniach nowych aksjomatéw matematycy powinni da-
zy¢ do tego, by matematyka byla jak najbardziej rozszerzana,
a nie, jak probowali robi¢ intuicjonisci, ograniczana.



