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Dziwne twierdzenie z teorii kwantow

Twierdzenie Kochena — Speckera jest twierdzeniem frapuja-
cym (mimo, Ze na pierwszy rzut oka wyglada na zupelnie zwy-
czajne twierdzenie matematyczne), zwlaszcza jesli bierze sie pod
uwage jego konsekwencje. W niniejszym artykule przedstawie je-
go sformulowanie, a nastepnie postaram sie oméwié¢ najbardziej
intrygujace implikacje tego twierdzenia.

Zagadnienia wstepne

Teoria kwantéw jest teorig fizyczng, o ktérej interpretacje to-
cza sie nieustanne boje.' Wielu uczonych uwaza pragmatyczne po-
dejscie do teorii kwantéw za zupelnie wystarczajace, cho¢by z te-
go powodu, ze nie trzeba sie wtedy zajmowaé¢ trudnymi i cza-
sem niewygodnymi pytaniami. W ramach takiej interpretacji teo-
rii kwantéw nie przypisuje sie znaczenia pojedynczym pomiarom,
lecz ich seriom. Interpretacje takie ideowo znajduja sie blisko re-
zultatéw charakterystycznych dla klasycznej fizyki statystycznej

! Wystarczy wspomnieé¢ choéby kilka prac: Bohr, N. Fizyka atomo-
wa a wiedza ludzka, PWN, Warszawa 1963; DeWitt, B., Graham, N. The
Many-Worlds Interpretation of Quantum Mechanics, Princetion University
Press, Princeton, 1973; Bohm, D., Hiley, B. The Undivided Universe: An
Ontological Interpretation of Quantum Theory, Routledge, London, 1993;
z nowszych: Skala, L., Kapsa, V., Quantum mechnics needs no interpre-
tation, http://arxiv.org/abs/quant-ph/0412175; Dennis, E., Norsen, T. Qu-
antum theory: interpretation cannot be avoided, http://arxiv.org/abs/quant-
ph/0408178.
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i w ich ramach zasadniczo nie powstaja specjalne trudnosci natu-
ry filozoficznej. Prawdopodobienstwo ma wéwczas charakter epi-
stemologiczny — odnosi si¢ do wiedzy o obiektywnie istniejacym
stanie rzeczy, a dyspersja jest miarg niewiedzy o warto$ci mie-
rzonej wielkosci fizycznej. Kiedy jednak podejmowane sa préby
sformutowania kosmologii kwantowej, takie stanowisko rodzi wiele
zastrzezen, gdyz wowczas rozwazanym pojedynczym uktadem, na
ktorym, nota bene, dokonywany jest tylko jeden pomiar, jest caly
wszechswiat. Codzienna percepcja rzeczywistosdci fizycznej, ota-
czajacej czlowieka, bedaca swego rodzaju pomiarem (oraz, oczy-
wiscie, pomiary naukowe), $wiadczy o tym, ze w tym przypadku
jest jednak sens méwi¢ o pomiarach na pojedynczym uktadzie, na
dodatek przeprowadzanych tylko raz!

W tym kontekscie czesto pojawiaja sig sugestie, ze tego rodza-
ju podejscie nie jest ostatecznym ujeciem rzeczywistosci fizycznej.
Co prawda istnieje niecheé¢ przed przyznawaniem obiektywnego
statusu wlasciwosciom pojedynczego ukltadu kwantowego, zwia-
zana z watpliwoscia co do tego, czy wynika z niego jakikolwiek
spbjny obraz rzeczywisto$ci. Wysitki prowadzace do przeforsowa-
nia uje¢ filozoficznych, ktére mialyby reprezentowaé bardziej reali-
styczne stanowiska poprzez przypisywanie jakich§ ukrytych wta-
Sciwosci pojedynczym uktadom kwantowym, prowadza zwykle do
propozycji tak niejasnych, ze trudno je traktowaé inaczej, jak tylko
jako impulsy stymulujace poszukiwanie nowych kategorii koncep-
cyjnych.

Podstawowym zalozeniem takiej ,,bardziej realistycznej” inter-
pretacji teorii kwantéw jest teza, ze indywidualny uktad kwanto-
wy posiada w kazdej chwili wiasnosci. Przez wilasnosé rozumie sie
to, ze obserwabla A posiada pewng okre$long warto$é a. Innymi
stowy, domniemuje sie istnienie takiej funkcji V=(A), ktéra moze
by¢ interpretowana jako warto$¢ fizycznej wielkosci A dla ukladu
w stanie kwantowym 1/7
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Na gruncie fizyki klasycznej nie ma problemu z tak rozumia-
na wlasnoscig.’Kazdej fizycznej wielkosci A odpowiada funkcja
fa: S — R (S jest tutaj klasyczna przestrzenia stanéw) taka, ze
warto$é wielkoséci A dla stanu s € S jest wartoécia fa dla s:

Vi(A) = fa(s) (1)
Przejécie na grunt teorii kwantéw znacznie komplikuje sytu-
acje. Nie ma bowiem pomyshu, ktéry pomégtby wyliczaé wartosé
Vz/)(A) dla jakiejkolwiek pary (A, 1/7) W zasadzie jest to mozli-
we, w spos6b nie budzqcy specjalnych zastrzezen, tylko dla Jedne—
go przypadku: kiedy w jest wektorem wlasnym wn operatora A
reprezentujacego wielkosé A.3 Wowezas wystarczy przypisaé funk-
cji Vg (A) warto$¢ wlasna a,. Jednak, jak dotad, nie wiadomo, w
jaki sposéb mozna by wyliczaé¢ Wartoécinj(A) dla innych przypad-
kéw. Jedyna heurystyczna metoda, jaka mozna sie postuzyé¢ w po-
szukiwaniu takich funkcji, jest poszukiwanie funkcji spetniajacych
pewne wymagania.

Twierdzenie Kochena — Speckera

Zanim przedstawie samo twierdzenie, omowie wymagania,
o ktorych wyzej byla mowa. Zapoznanie si¢ z nimi bedzie istot-
ne dla pdzniejszej analizy konsekwencji rozwazanego twierdzenia.
Zupelnie naturalnym zadaniem wydaje sie, zeby dla kazdej funkcji
F : R — R zachodzil warunek:

VHF(A) = F(V5(A)), (2)

ktorego spelnienie powoduje, ze dla dowolnego stanu 15, wartosé
funkcji wielkosci fizycznej jest rowna wartodci tej funkcji liczo-

2 Obszerniejsze oméwienie tematu: Isham, Ch. Lectures On Quantum The-
ory. Mathematical and Structural Foundations, Imperial College Press, 1997,
ss. 67-73.

3 Sytuacja taka wynika z jednego z postulatéw teorii kwantéw, wedtug
ktérego jedynymi wartosciami, jakie mozna otrzymaé w trakcie pomiaru, sa
wartosci wlasne operatora A
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nej dla wartosci tej wielkoSci. Istnieje takze mozliwosé zdefinio-
wania F(A) w taki sposéb, ze bedzie ona zwiagzana z operatorem
F (K).4 Jednak ma to sens tylko wtedy, jezeli odwzorowanie kwan-
towania, przypisujace wielkodci fizycznej operator samosprzezony
ma nastepujace wlasnosci: 1) jest odwzorowaniem na — gwarantu-
je to, ze F (/T) jest kwantowa reprezentacja jakiej$ wielkoéci fizycz-
nej, oraz 2) jest to odwzorowanie jeden—do—jednego, co oznacza,
ze wielko$é tak zdefiniowana jest wielkoécig jedyna.’
Warunek (??) pociaga za soba nastepujace konsekwencje:

1. Jezeli [ﬁ, B] = 0, funkcja VJ jest addywna, co oznacza, ze
dla kazdego zZ € H zachodzi

V&(A + B) = VJ(A) + VTE(B) (3)

gdzie A+ B oznacza fizyczna wielko$é¢ zwiazana z operatorem
samosprzezonym A + B.

2. Jezeli [A, E] = 0, to funkcja Vlzjest multiplikatywna, a zatem
dla kazdego J € H zachodzi

Vi(AB) = V(A)V5(B) (4)
gdzie, analogicznie do poprzedniej sytuacji, AB oznacza fi-
zyczng wielko$¢ zwigzang z operatorem samosprzezonym

AB.

4 Wprowadzenie takiej funkcji, ktéra mozna bardziej traktowaé jako funkcje
operatoréw samosprzezonych pozwala zapobiec tautologii, ktéra nieuchronnie
pojawi sie, gdy funkcje F(A) zdefiniuje si¢ jako wlasnosé fizyczna (we wspo-
mnianym wczesniej sensie). Ponadto, w przeciwiefistwie do podejécia pragma-
tycznego, w ramach podejscia realistycznego, ktore byto zaktadane na poczat-
ku, definicje operacyjne z zastosowaniem poje¢ odnoszacych sie do pomiaru, sg
niewlasciwe (choéby z uwagi na fakt, ze realistyczne potraktowanie wlasnosci
fizycznych zaklada, ze istnieja one niezaleznie od pomiaru).

® Przy takich zalozeniach, mozna uwazaé Vd? bardziej za funkcje operatoréw
samosprzezonych niz wielkosci fizycznych.
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3. Niech 1 oznacza wielkos¢ fizyczng, odpowiadajaca jednostko-
wemu operatorowi 1. Wéwczas, na podstawie (77), przyjmu-
jac A := 1, widaé, ze dla kazdego 1, VJ(B) = Vi(l)VJ(B),
a wiec V zZ € H zachodzi:

V1) =1 (5)

co sprawia, ze istnieje przynajmniej jedna wielkos¢ fizyczna

B, dla ktorej VJ(B) # 0.

Wlasnos¢ (?7) ma istotne znaczenie dla wielkosci fizycznej P,
ktoreJ reprezentacja jest operator rzutowania P. Poniewaz P? =
P, stad V(P)? = V5(P?) = V5(P), a wiec

V&(P) =0 lub VzE(P) =1 (6)

Wynika stad, ze jezeli wielkos¢ P bedzie traktowana jako zdanie
dotyczace uktadu kwantowego, to Vlﬁ przypisuje temu zdaniu, dla

danego stanu @Z_f warto$¢ PRAWDY lub FALSZU.

Niech teraz dany bedzie zbiér operatorow rzutowania
{/PZ ,]/3;, ...,]/3;}, ktére tworzg rozwiniecie identycznosci, a zatem
spelniajacych: /PZ]/D; =0dlai# j oraz

Pi+P+.+P,=1 (7)

Jezeli przyjaé realistyczna (w jakimkolwiek sensie) interpreta-
cje teorii kwantéw, to takie zdania P; zapewniaja, ze dana wielkos¢é
A ma szczegblna, jedna warto$é a;. To pocigga za soba naste-
pujace dwie konsekwencje. Po pierwsze zbiér { P, Py, .., P,} jest
zbiorem zdan wzajemnie sie wykluczajgcych, co oznacza, ze w da-
nym momencie tylko jedno zdanie moze byc prawdziwe. Druga kon-
sekwencja jest wymog, zeby co najmniej jedno zdanie byto praw-
dziwe w danym momencie. Obie wlasnosci spelniaja zwykte ro-
zumienie prawdy i falszu w kompletnym zbiorze wykluczajacych
sie zdan: jedno i tylko jedno z nich moze by¢ prawdziwe. Takie
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oczekiwania sa zgodne z formalizmem — biorac pod uwage (?7)
oraz (?77) otrzymujemy:

SViP) =1 (8)

=1

dla wszystkich wektoréw stanéw 1. Co wiecej, ze wzgledu na (?77),
wyrazenie (?77) moze przyjmowac takze tylko wartos¢ 1. Wartos¢ te
uzyskuje ono wtedy, gdy ktores ze zdan jest (i w Swietle wymagan
formalizmu musi by¢) prawdziwe (czyli ma wartosé¢ 1), a pozostale
sa falszywe (czyli maja wartosé 0). .

Zgodnie z powyzszymi rezultatami, jezeli P; = |e;)(e;| (a wige,
gdy P; jest operatorem rzutowania na wektor |e;)), gdzie zbidr
wektorow {|e1), |e2), ...} jest dowolna ortonormalna baza przestrze-
ni Hilberta H, wéwczas dla dowolnego stanu 1E funkcja VJ muss
przypisaé liczbe 1 do jednego i tylko jednego z operatoréw rzuto-
wania na jednowymiarowa podprzestrzen w H (Scislej: przypisaé
ja jednemu ze zdan), a wszystkim pozostalym przypisaé¢ 0. Ale
przeciez kazdy wektor |e;) moze naleze¢ do wielu ortonormalnych
baz w H, a przypisana warto$¢ nie moze zaleze¢ od wyboru bazy
w H. Wymagania te sa na tyle trudne do pogodzenia, ze jak sie
okazuje, prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie Kochena — Speckera:
Dla danej przestrzeni Hilberta H, dim(H) > 2, nie
istnieje funkcja Vd?'

Dowod twierdzenia jest dosé obszerny, mozna go znalezé w ory-
ginalnej pracy S. Kochena i E. Speckera: The problem of hidden
variables in quantum mechanics.

8 Journal of Mechanics and Mathematics, 17, ss. 59-87. Interesujace sa
takze inne sposoby przeprowadzania dowodu twierdzenia, a takze dyskusja nad
jego konsekwencjami (np. Redhead Incompletness, Nonlocality and Realism,
Clarendon Press, Oxford 1989; Peres, A. Two simple proofs of the Kochen
— Specker theorem, Journal of Physics, a 24, L175-L.178; Peres, A. Quantum
Theory: Concepts and Methods, Kluwer Academic, Boston 1993).
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Konsekwencje

Aparat formalny, ktorego teoria kwantéw dostarczyta do skon-
struowania funkcji VJ pozostaje bez zarzutu. Poczyniono jednak
pewne zalozenia dotyczace samej funkcji, ktore nie wynikaja z tej
teorii, a mianowicie:

1. postawiono naturalny warunek (?7): Vﬁ(}"(A)) =F(V:(A));

2. zalozono, ze odwzorowanie A — A jest odwzorowaniem
jeden-do-jednego.

Jak juz wspomniano, istnienie funkcji Vlﬁ’ jest bardzo pozadane
w interpretacjach, w ktérych stopien realizmu ma by¢ wiekszy, niz
w podejéciu pragmatycznym. Tymczasem twierdzenie Kochena —
Speckera pociagga za soba koniecznosé odrzucenia jednego z przy-
jetych przez nas zalozen. Za Ishamem przedstawie konsekwencje
takiego kroku w stosunku do poszczegdlnych zaltozen.

Ad 1. Sytuacja, w ktérej pierwsze z tych zalozen jest zawod-
ne, moze by¢ nastepujaca. Niech operator samosprzezony A bedzie
takim operatorem, ze moze by¢ wyrazony jako funkcja pary pew-
nych operatorow samosprzezonych A; i As. Wowcezas A= f1(Ar)
oraz A = fQ(;l\g), przy czym [;1\1,;1\2] # 0. Wowczas (?7) pociaga
za sobg warunek kolejny:

[1(Vi(Ar)) = fa(Vi(A2)), 9)

co powoduje to (o ile nie zachodzi [Ay, A3] # 0), ze takie zalo-
zenie byloby po prostu niepotrzebne. Jesli da si¢, przy pomocy
pomiaru, otrzymaé jaka$ warto$¢ pewnej wielkosci fizycznej (to
takze jest zalozenie, ale wydaje si¢ ono calkiem racjonalne), to
(??7) powoduje to, ze pomiar A; i podzialanie na jego rezultat
przy pomocy funkcji f; musi daé taki sam rezultat, co analogicz-
na procedura w stosunku do Ag 7 zastosowaniem funkcji fo. Jesli
jednak [A;, As] # 0, to woéwcezas nie ma dobrego uzasadnienia dla
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tego zalozenia i warunek (?7) nalezaloby odrzucié¢. Odrzucenie te-
go warunku ma jednak daleko idace konsekwencje. Jezeli bowiem
A i A, sa niekomutujacymi operatorami samosprzezonymi, kto-
re w rozwinieciach spektralnych zawieraja jakis wspdlny operator
If’\, to ten operator mozna zapisaé jako pewna funkgj\@ operatora
Aj oraz, analogicznie, jako inng funkcje operatora As. Odrzuce-
nie warunku (??) powoduje, ze warto$¢ przypisana wielkosci P
(czy tez prawdziwosé lub falszywosé zwiazanego z nia zdania) za-
lezy od kontekstu rozpatrywania reprezentujacego ja operatora P.
W konsekwencji wartosci wielkosci P beda rézne i zalezne od tego,
czy operator ten jest rozpatrywany jako nalezacy do rozwiniecia
spektralnego operatora ;1\1 czy ;4\2! Mozna tez to sformutowaé row-
nowaznie, méwiac, ze warto$¢ danej wielkoéci fizycznej zalezy od
tego, jakie inne wielkosci fizyczne maja w tym samymczasie przy-
pisane (okreslone) wartosci. Obrazowo (!) rzecz ujmujac, odrzuce-
nie zalozenia (?7) i, w konsekwencji (?7), sprawia, ze gdy chcemy
zmierzy¢ temperature grzejnika elektrycznego, jej warto$é, przy
identycznym przygotowaniu tegoz grzejnika do pomiaréw, bedzie
zalezala od tego, czy mierzymy warto$¢ temperatury jednoczednie
mierzac warto$¢ natezenia pradu ptynacego przez grzejnik, czy tez
akurat jednoczeénie mierzymy jego opér.”

Ad 2. Zalozenie, ze danej wielko$ci fizycznej A mozna jedno-
znacznie przyporzadkowaé jeden i tylko jeden operator samosprze-
Zony A jest gwarantem okreslono$ci wartosci wielkosci A. Jest to
sytuacja, w ktorej, w dowolnej chwili, wielko$¢ A ma pewna okre-
slona, i tylko jedna, wartos¢. Catkowita rezygnacja z tego zalozenia
prowadzi do sytuacji, w ktérej nie mozna powiedzie¢ nic o samych
wartosciach danej wielkoéci fizycznej — pozostajg one nieokreslo-
ne. Trudno$¢ te usituje sie pokonaé, zastepujac odwzorowanie typu
jeden—do—jednego odwzorowaniem typu wiele-do—jednego. Nie jest

" To obrazowe przedstawienie trudnoéci nie bierze oczywiscie pod uwage
pomiaru wielkosci niekomutujacych w teorii kwantéw.
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jednak do konica jasne, czy wowczas wiele wartosci miatoby by¢é
opisanych przez ten sam operator, czy tez wiele operatoréow mia-
loby reprezentowaé te sama wielkos¢.

Uwagi koncowe

Sytuacja jest niezmiernie interesujaca. Jezeli wielkosci fizycz-
ne, w dowolnej chwili, majg mie¢ okreélone wartosci, niezalezne
od okolicznosci ich badania (czy to w sposéb doswiadczalny, czy tez
w ramach obliczen teoretycznych), to w ramach formalizmu teorii
kwantéw, opartego o przestrzenie Hilberta, postuluje si¢ istnienie
pewnej fukcji VJ, co do ktoérej trzeba poczyni¢ pewne zalozenia.
Zaltozenia te jednak, jedli maja by¢ utrzymywane konsekwentnie,
prowadzg do sytuacji, w ktérej istnienie takiej pozadanej funkcji
jest niemozliwe. Wydaje sie, ze jest to sytuacja bez wyjscia. Wy-
pada jednak przypomniec¢ o zalozeniach, ktore nie maja juz natury
stricte fizycznej, zwigzane sa jednak z codziennym doswiadczeniem
(czyli maja nature, ktéra mozna by okresli¢ mianem klasycznej),
i ktére leza u podstaw postulatu istnienia funkcji V-.

Gléwnym impulsem poszukiwan funkeji Vv/; bylo przekona-
nie, ze pragmatyczny obraz rzeczywistosci jest niezadowalajacy
(zwlaszcza, jesli rozpatruje sie teorie kwantéw w kontekscie kwan-
towej grawitacji). Pociaga to za soba wniosek, ze wzglednoczesto-
Sciowa interpretacje prawdopodobienstw, wystepujacych w forma-
lizmie teorii kwantéw, nalezaloby zastapi¢ innym, bardziej reali-
stycznym ujeciem. W tym celu poczyniono nastepujace zalozenia:
1) okreslone wartosci wielkosci fizycznych istnieja niezaleznie od
tego, czy akurat sa mierzone, czy tez nie (okreslonosé wartosci®);
2) gdy wielkosci fizyczne sa mierzone, ich wartosci, mierzone dla
idealnych kopii uktadu, ktory ma podlegaé pomiarowi, nie zaleza
od okolicznoéci pomiaru (niewrazliwosé na kontekst pomiarowy®),
czyli zasadniczo nie powinny takze zaleze¢ od tego, z jakimi wielko-
Sciami sa jednoczesnie mierzone (oczywiscie, z wyjatkiem wielkosci

8 Ang. value definitness.
o Ang. non-contextuality.
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wchodzacych w relacje nieoznaczonosci). Twierdzenie Kochena—
Speckera sprawia, ze tak zdroworozsadkowe zaltozenia, na obszarze
mechaniki kwantowej nie sa do utrzymania jednoczeénie. Wypada
zwrbci¢ uwage, ze zalozenie 2) stoi u podstaw jakiejkolwiek pracy
naukowej, w ramach ktérej pomiary odgrywaja znaczaca role. Jest
to bardzo szczegdlne miejsce, w ktérym, w jakims sensie, splataja
sie we wzajemnym oddzialywaniu mozliwosci penetracji do$wiad-
czalnej otaczajacej nas rzeczywistosci na poziomie kwantowym
i formalizm samej teorii kwantéw, ktory dostarcza przestanek, ze
penetracja tego obszaru, tak teoretycznal®, jak i do$wiadczalna,
nie moze by¢ dowolna. Widaé takze, jak wielkie problemy napo-
tyka kazda proba konstrukeji nieco bardziej realistycznego obrazu
otaczajacej nas rzeczywistosci, ktora to proba usituje sie liczyé ze
wskazéwkami wyplywajacymi z teorii kwantow.

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze problemy interpretacyjne,
implikowane przez omawiane twierdzenie, znikaja, gdy zalozy sie,
ze interpretacja wzglednoczestoéciowa jest zupelnie zadowalajaca.
Problem w tym, ze takie podejscie zaklada, iz wykonywane po-
miary sg nieczule na kontekst pomiarowy, czyli ze da si¢ je bez
problemu przeprowadzaé, a wartosci wielkosci fizycznych pozosta-
ng takie jak by¢ powinny — niezalezne od kontekstu pomiaru.
Jednak implikacje twierdzenia Kochena—Speckera pokazuja, ze tak
by¢ nie musi — uderzaja wiec w podstawowe zalozenia dotycza-
ce pomiaru. Widaé¢ zatem, ze jego konsekwencje siegaja znacznie
glebiej, dotykajac nawet pewnych sposobdéw interpretacji wynikéw
pomiarow.

Najbardziej uderzajaca konsekwencja twierdzenia Kochena —
Speckera, majaca zwiazek z tym, co wtasnie zostalo powiedziane,
jest bardzo powazne podwazenie sensownosci interpretacji ukry-
tych parametréw. Interpretacja ta zakltada istnienie takich funk-
cji, jak VJ, ktore miatyby uzupekiaé¢ informacje o uktadzie kwan-
towym, zawarte w funkcji stanu . Poniewaz interpretacje tego
rodzaju wymagaja jednoczesnego wspotistnienia obu warunkdw:

10 Por. np. twierdzenie Stone’a — von Neumanna.
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okreslonosci wartosci (na ten warunek kladziony jest szczegdl-
ny nacisk) oraz niewrazliwosci na kontekst pomiarowy, implikacje
twierdzenia Kochena—Speckera sprawiaja, ze sens interpretowania
teorii kwantéw w sposéb zaproponowany przez Bohma i jego kon-
tynuatorow, staje sie bardzo watpliwy. Ponownie formalizm teorii
kwantoéw pokazuje swg site i odmiennoéé¢ w stosunku do wtasnosci
formalizmu fizyki klasycznej.
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