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Starozytnych zmagania z nieskorniczono$cia.
Od Pitagorasa do Eudoksosa

Wstep

Historia nauki dostarcza przyktadéw przedstawiajacych odkry-
cia, ktore wstrzasnety ludzka mysla, stawiajac cztowieka w obliczu
czego$ nieintuicyjnego, klocacego sie z wyobrazeniami. Do rangi
rewolucyjnej idei urosta niewatpliwie koncepcja nieskoniczonosci,
ktoéra wymusita inne spojrzenie na matematyczny aspekt rzeczywi-
stosci. Pojecie nieskoriczonoéci wiaze sie przede wszystkim z wie-
kiem XIX oraz z nazwiskiem Georga Cantora — matematyk ten
rozwingt podstawy teorii mnogosci, przyjmujac istnienie zbioréw
aktualnie nieskoriczonych. Jednak poczatkéow refleksji na powyz-
szy temat nalezy doszukiwaé sie juz w starozytnosci. ,W piatym
lub széstym wieku przed nasza era Grecy odkryli nieskonczonosé.
Bylo to dla nich pojecie tak zniewalajace, dziwaczne, sprzeczne
z ludzka intuicja, ze skonfundowato filozoféw i matematykow, kto-
rzy je wprowadzili. Dwa i pot tysiaca lat pozZniej konsekwencje
tego odkrycia mialy wywrzeé znaczacy wplyw na $wiat matema-
tyki, filozofii i religii”!. Celem niniejszego opracowania jest proba
siegniecia do korzeni, czyli pierwszego zetkniecia si¢ mysli ludzkiej
z ta zupelnie nieintuicyjna koncepcja, ktoéra odbita sie szerokim
echem na po6zniejszym rozumieniu matematyki.

b Amir D. Aczel, Tajemnica aleféw, ttum. T. Hornowski, Dom Wydawniczy
Rebis, Poznan 2002, s. 15.
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Niewymiernosé droga do problemu nieskoriczonosci

Pitagorejska wizja $wiata

Temat nieskoniczonosci niewatpliwie nasuwa na mysl pogla-
dy Zenona z Elei, a konkretnie jego stynne paradoksy: dotyczace
niemozliwosci ruchu oraz aporie mnogosciowe. Jednak fundamen-
téw nalezy szukaé¢ duzo wcze$niej w historii nauki, na co zwraca
uwage Amir D. Aczel, stwierdzajac, ze ,korzenie nieskonczonosci
tkwia w dokonaniach starszego o sto lat od Zenona najwicksze-
go matematyka starozytnosci, Pitagorasa’
w pierwszej kolejnosci pogladom pitagorejczykoéw, ktorych dziatal-
noéc¢ rozwijala si¢ w szkole zatozonej przez Pitagorasa w VI wieku
p-n.e. Istotne jest, by na poczatku zwrocié uwage na system meta-
fizyczny, ktérego wyznawcami byli wspomniani filozofowie, stano-
wiacy fundament ich rozwazan w dziedzinie matematyki. Kluczowe
jest tutaj pojecie liczby jako zasady wszystkiego, cechy konstytu-
tywnej Swiata. ,Pitagorejczycy pierwsi uprawiali systematycznie
nauki matematyczne i z tego powodu pierwsi zauwazyli, ze caly
szereg rzeczy 1 zjawisk przyrodniczych da sie wyrazi¢ w relacjach
liczbowych i mozna je przedstawi¢ w spos6b matematyczny”3. Po-
jecie liczby w filozofii pitagorejskiej rozumiane byto w bardzo wa-
skim zakresie, gdyz liczbami sensu stricto byly tylko liczby natu-
ralne, czyli catkowite dodatnie. Chociaz pitagorejczycy znali prawa
podzielnosci liczb naturalnych i potrafili formutowaé proporcje, nie
wychodzili de facto poza ramy zbioru liczb naturalnych. Przedsta-
wiajac i poréwnujac stosunek dwodch liczb do dwoéch innych, nie
traktowali go jako nowego obiektu, lecz przedstawiali tylko i wy-
tacznie w kategoriach proporcji liczb naturalnych. ,Ich [liczb natu-
ralnych — M. S.] wyr6znione miejsce w matematyce odkryto niedtu-
go po tym, jak mysliciele greccy zaczeli poszukiwaé w swych docie-

. Przyjrzyjmy sie zatem

2 Amir D. Aczel, Tajemnica aleféw, dz. cyt., s. 16.
3 Giovanni Reale, Historia filozofii starozytnej, t. I, ttum. Edward Iwo Zie-
linski, RW KUL, Lublin 2000, s. 110.
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kaniach pierwotnego budulca, arche, od ktorego pochodzi i z kto-
rego zbudowany jest caly $wiat™. Oparty na liczbach naturalnych
pitagorejski model rzeczywistosci byt wyrazem mentalnosci pierw-
szych filozoféw, w ktorej tkwito przekonanie o jednej prazasadzie
jako podstawie i istocie calego wszechswiata. Rdzeniem wyznawa-
nej przez pitagorejczykow metafizyki byto rozumienie jednosci jako
czegos, na czym ufundowane zostaly kolejne liczby, ktérym przypi-
sywali okreslone znaczenie i symbolike®. , Koncepcja ta uzmystawia
nam, ze mieli oni pewne pojecie o nieskonczonosci, gdyz z kazdej
liczby — niezaleznie od tego, jaka bytaby duza — mogli stworzy¢ licz-
be wieksza, po prostu dodajac do niej jeden”®. Tym samym idea
nieskonczonosci zaczynalta sie powoli wkrada¢ do mysli ludzkie;j.
Jedli jednak pitagorejczycy rzeczywidcie mieli pojecie tzw. poten-
cjalnej nieskoriczonosci’, to, o ile mogto ono gimnastykowaé ich
umysty, nie wywolywalo prawdopodobnie wiekszej konsternacji.
Wydaje sie, ze w niczym nie zaktécalto ich przekonania o mistycz-
nym charakterze liczb — de facto wcigz pozostawali w dziedzinie
liczb naturalnych, mimo, iz mieli §wiadomos¢ ich nieograniczonego
wzrostu.

Odkrycie niewymierno$ci

Problem pojawit sie wraz z pewnym waznym odkryciem, kto-
re wstrzasneto fundamentami pitagorejskiego modelu rzeczywisto-
$ci. Dotyczyto ono niewspotmiernodci odcinkow, ktory to fakt tak
przerazit pitagorejczykow, ze probowali swe odkrycie zataié¢ przed

4 Jerzy Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym, wyd.
Biblos, Tarnéw 2000, s. 31.

5 Przykladowo, 2 oznaczala linie, 3 — trojkat, 4 — ostrostup, 10 — liczbe
doskonala, itp.

6 Amir D. Aczel, Tajemnica aleféw, dz. cyt., s. 18.

7 Pitagorejczycy nie uzywali jeszcze tego pojecia. Rozréznienie na nieskori-
czono$é potencjalna (np. mozliwosé dodawania kolejnych liczb naturalnych)
i aktualng (istniejaca jako okreslony zbior, dany caly naraz) wprowadzit do-
piero Arystoteles, przy czym uznawal tylko pierwsza mozliwosé. Zagadnienie
to opisuje w III Ksiedze Fizyki.
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swiatem. Trudno sie dziwié¢ ich zaskoczeniu, gdy okazalo sie, ze
zbudowany model $wiata, wydawaloby sie, tak pewny i solidny,
runal, gdy ujawnita sie w nim niewymiernos¢. Jej istnienie filozo-
fowie uswiadomili sobie wraz z odkryciem, ze pewnych liczb nie da
sie zapisaé jako ilorazu dwodch liczb naturalnych. Naprowadzito ich
na to twierdzenie, sformulowane przez nich samych, moéwiace, ze
w trojkacie prostokatnym dlugo$é przeciwprostokatnej podniesio-
nej do kwadratu jest réwna sumie dlugosci kwadratéw pozostatych
bokéw. Pitagorejczycy natkneli sie w swych analizach na trojkaty,
w ktorych zastosowanie wspomnianego twierdzenia dowodzi istnie-
nia innych liczb, np. tréjkat o przyprostokatnych réwnych jeden
daje dlugosé przeciwprostokatnej réowna pierwiastkowi kwadrato-
wemu z liczby dwa, ktéry nie da sie przedstawié¢ w postaci ilorazu
dwoch liczb naturalnych. Szokujace odkrycie ujawnito niekomplet-
no$¢ na gruncie przyjetej przez pitagorejczykow teorii miary i prob
opisania §wiata za pomoca znanej i stosowanej arytmetyki — okaza-
to sie, ze istnieja wielkosci, ktére nie moga by¢ wyrazone za pomoca
znanych metod. Powstate trudnosci dowiodly niewystarczalnosci
metod arytmetycznych, stosowanych do zjawisk §wiata majacego
rOwniez geometryczny aspekt — geometria okazala sie niearytme-
tyzowalna®.

Niewymiernos$¢ nie miescita sie w gloszonych przez pitagorej-
czykéw pogladach rowniez dlatego, ze prowadzita bezposrednio
w $wiat nieskonczonosci. Liczby niewymierne nie mogg by¢ bo-
wiem przedstawione za pomocsg skoniczonej liczby cyfr, gdyz maja
nieskoriczone rozwiniecie dziesietne.

Ponadto, konsekwencje odkrycia niewymierno$ci miaty jeszcze
inny wymiar — uderzyly w caly metafizyczno-religijny system pi-
tagorejski. Rezonans ten wyraznie podkresla Amir D. Aczel:

Odkrycie liczb niewymiernych bylo katastrofa dla pita-
gorejczykow, gdyz liczby staly sie dla nich czym$ w rodzaju
religii. ,,Wszystko jest liczba’ — brzmiata dewiza ich brac-
twa. A przez 1i ¢ z b y rozumieli liczby naturalne lub ich

8 Por. Jerzy Dadaczynski, Filozofia matematyki. . ., dz. cyt., s. 37.
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stosunki. Istnienie pierwiastka z dwoch, liczby, ktora przy-
puszczalnie nie dawala sie wyrazi¢ w postaci ilorazu dwdch
boskich tworéw, stanowito zagrozenie dla caltego ich syste-
mu religijnego. A w czasie, gdy dokonano tego odkrycia,
pitagorejczycy byli juz liczng spotecznoscia, ktora zglebiata
potege i tajniki liczb?.

Kryzys w matematyce starozytnej, spowodowany oméwionymi
odkryciami, skierowal rozwazania w $wiat nieskonczonosci i zapo-
czatkowal tym samym nowa droge w dziedzinie matematyki. Wid-
mo nieskoriczonosci powrdcito w V w. p.n.e. pod postacia paradok-
sow, w ktore uwiktany jest problem przeliczalnosci nieskoriczonej
ilosci elementéw. Kolejne etapy rozwoju nowej mys$li naznaczone
sa zmaganiem si¢ filozoféw z pewnymi wlasno$ciami $wiata nie-
skoriczonosci, nie przystajacymi zupelnie do metod stosowanych
w $wiecie wielkosci skoniczonych.

Paradoksy nieskorniczonosci

Stynne paradoksy Zenona z Elei!® mimo, iz w konsekwencji
ukazywaly ten sam problem, koncentrowaty si¢ na dwoch gtéwnych
kwestiach: niektére miaty na celu wykazanie niemozliwosci ruchu,
inne dotyczyty zagadnienia wielosci. Jeden z najstynniejszych para-
doksow pierwszego rodzaju znany jest pod nazwa: ,,Achilles i zotw”.
Najszybszy biegacz starozytnosci staje do wyscigu z zétwiem, kto-
ry startuje troche wczesniej. Zenon dowodzi, ze Achilles nigdy nie
dogoni zo6twia, jesli bowiem dobiegnie do miejsca, gdzie znajdo-
wal sie z6tw, ten przebedzie w tym czasie kolejny odcinek drogi.
W ten sposéb zawsze pozostanie dla biegacza poza zasiegiem. In-
ny znany przyktad, zwany paradoksem dychotomii, stwierdza, ze
nie jest mozliwe pokonanie jakiejs odlegtosci, gdyz najpierw trzeba
przej$¢ potowe, nastepnie potowe potowy i tak dalej w nieskonczo-
nosé. W zwiazku z tym, nigdy nie przebedziemy catej odlegltosci,

9 Amir D. Aczel, Tajemnica aleféw, dz. cyt., s. 21.
10 Najstynniejsze z nich to aporie: Achilles i z6tw, dychotomia, strzata, sta-
dion.
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zawsze pozostanie czesé, ktora mozna podzieli¢ na pot. Zenon sfor-
mulowal réwniez aporie mnogosci, sposrod ktérych najstynniejsza,
tzw. aporia miary, stwierdza: ,Jesli istnieje mnogosé, to powinna
ona jednocze$nie byé¢ wielka i mata, i przy tym wielka bez granic
i mata do znikniecia”!!. Innymi stowy, rozwazajac odcinek jako
zbiér nieskonczonych czedci, ktore sa niepodzielne, musimy wziaé
pod uwage dwie sytuacje. W pierwszym przypadku poszczegdlne
niepodzielne czesci sa rowne zeru i wéwczas miara catego odcinka
wynosi zero. W drugim natomiast, zaktadajac, ze niepodzielne cze-
Sci maja jaka$ wielko$é, miara odcinka, jako suma nieskoriczonej
ilosci czedci, bedzie nieskoniczona.

Ogolnie rzecz ujmujac, problem, ktory tkwi w przedstawionych
paradoksach, dotyczy przeliczalnosci nieskoniczonego zbioru odcin-
kéw. ,, Aporia mnogosciowa Zenona wykluczala dla starozytnych
przyjecie nieskonczonej ilogci niepodzielnych elementow”!2. Nie do
przyjecia byla sytuacja, ze nieskonczona liczba czesci w sumie da-
je pewng skoniczono$é — miare odcinka. Rozumowanie teoretyczne
ponadto nie pokrywalo sie z obserwacja, zgodnie z ktora przebycie
w skoniczonej liczbie krokéw sugerowanej w paradoksach odlegto-
Sci byto wykonalne. W aporiach zwiazanych z ruchem punkt wyj-
Scia dotyczy jeszcze jednej kwestii. Zenon zwiazany byt ze szkola
eleatéw, ktéra propagowala poglady swego mistrza Parmenidesa.
Zgodnie z koncepcja tego filozofa, byt jest niezmienny i catkowicie
nieruchomy. Zenon prébowal zatem pokazaé¢ paradoksalnosé ruchu
poprzez sprowadzenie do sprzecznosci rozumowania, ktore ruch za-
kladato!3.

1 Cytat i oméwienie aporii, por.: I.G. Baszmainowa, ,,Grecja starozytna’” [w:]
Historia matematyki. Od czaséw najdawniejszych do poczgtku XIX stulecia,
tom pierwszy, pod red. A. P. Juszkiewicza, thum. Stanistaw Dobrzycki, PWN,
Warszawa 1975, s. 99.

12 3. Dadaczynski, Filozofia matematyki . .., dz. cyt., s. 78.

13 Szkola Parmenidesa uznawala tylko wiedze oparta na rozumowaniu de-
dukcyjnym (na prawach logiki: tozsamosci i sprzecznosci), a odrzucata obser-
wacje $wiata fizycznego, jako zmiennego. Na tej wlasnie metodzie ugruntowane
jest rozumowanie Zenona. Por. J. Dadaczyniski, dz. cyt., s. 70, przyp. 58.
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We wspomniane paradoksy uwiktany jest réwniez nastepujacy
problem: starozytni Grecy nie znali jeszcze pojecia nieskoriczonosci
aktualnej, gdzie wszystkie elementy sa dane naraz tworza calosé.
Przedstawiajac nieskonczonosé, jako konsekwencje dodawania do
siebie kolejnych wielkosci (lub dzielenia jej na coraz mniejsze cze-
§ci), postugiwali sie tokiem rozumowania, ktory w przypadku skon-
czonej ich ilosci jest poprawny, natomiast w zastosowaniu do nie-
skoriczonosci dawal efekty w postaci paradoksow. Amir D. Aczel
podsumowujac greckie dywagacje na omawiany temat, stwierdza:
,Paradoksy te uwidaczniaja klopotliwe wlasciwosci nieskoriczono-
$ci i pulapki, jakie na nas czekaja, gdy sprobujemy zrozumie¢ istote
nieskoniczonych proceséow lub zjawisk”!4. Ponadto, na ciekaws rzecz
zwraca uwage Charles Seife w ksiazce ,, Zero. Niebezpieczna idea”'.
Problem, wedlug autora, wiagze sie z nieznajomoscia liczby zero
w starozytnej Grecji: Zwiazek nieskoriczonosci z zerem jest obec-
ny we wspomnianych paradoksach, w ktérych nieskoriczona suma
dazacych do zera sktadnikéw, daje w efekcie skonczony wynik. Jed-
nak starozytni Grecy nie potrafili jeszcze w ten sposob spojrzeé na
problem. ,Nie znali koncepcji granicy, gdyz nie wierzyli w istnienie
zera, a wskutek tego nie potrafili poradzi¢ sobie z nieskoniczonodcig.
Rozwazali te koncepcje, ale odrzucali mozliwodé, by wielkosci nie-
skoriczenie matle i nieskonczenie wielkie zostalty zaliczone do liczb.
Byl to najwiekszy btad greckiej matematyki i jedyna przeszkoda,
ktora uniemozliwita Grekom odkrycie rachunku rézniczkowego”!6.

W kontekscie nieskoriczonosci warto jeszcze wspomnieé o pro-
blemie, z jakim zetknat sie, réwniez w V wieku p.n.e., grecki my-
sliciel Antyfon. Prébowal on pozytywnie rozstrzygnaé¢ zagadnienie
kwadratury kota. Jego rozumowanie przedstawiato sie nastepuja-
co: w kolo mozna wpisaé¢ kwadrat, a nastepnie przenies¢ go poza
obwod kota. Dalej, w kolo da sie wpisa¢ osmiokat, i zbudowaé

4 Amir D. Aczel, Tajemnica alefow, dz. cyt., s. 16.

15 Charles Seife, Zero. Niebezpieczna idea, ttum. J. Skolimowski, wyd. Am-
ber, Warszawa 2002.

16 Ch. Seife, Zero. .., dz. cyt., s. 42.
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kwadrat réwny jego polu. Ogolnie algorytm polega na wpisywaniu
w kolto wielokata, za kazdym razem podwajajac ilo§é jego bokow
i konstruujac kwadrat o powierzchni réownej powierzchni wpisa-
nego wielokata. W ten sposob Antyfon doszedl do wniosku, ze
koto jest wielokatem o nieskoiniczonej liczbie bokéw, a co za tym
idzie, mozna skonstruowaé¢ kwadrat o polu réwnym polu kota. Ro-
zumowanie wydaje sie poprawne, jednak Antyfon popelnit istotny
btad — zalozyl, ze wielokat o nieskonczonej liczbie bokéw posiada
wlasnosci charakteryzujace wielokaty, ktérych liczba bokéw jest
skonczona. Dokonal tym samym nieuprawnionego przeniesienia do
nieskoriczonosci, zabiegu z dobrym skutkiem stosowanego w przy-
padku wielkosci skoriczonych!”. Ponownie ujawnila sie odmienna
natura nieskoriczonosci, wymykajaca sie ujeciu intuicyjnemu, trak-
tujacemu ja jako przedtuzenie procesu skoriczonego. Amir D. Aczel
wskazuje w kontekscie problemu kwadratury kota na fakt, iz kwe-
stie te obejmowaly wylacznie ptaszczyzne teoretyczna — bedac ,wy-
zwaniem czysto intelektualnym”, bez odwotywania sie do praktyki,
staty sie przykladem zagtebiania sie greckich matematykow w czy-
sto abstrakcyjne obszary'®.

Demokryt i préba stworzenia matematyki
skoniczonos$ciowej

Ogo6l zagadnien zwigzanych z nieskoriczonoscig zdominowal
srodowisko matematyczne w pewnym okresie w starozytnosci,
wcigz dostarczajac podstaw do analiz, jak réwniez wyznaczajac
nowe kierunki rozwoju. Zwraca na ten aspekt uwage J. Dadaczyn-
ski, gdy podsumowuje é6wczesng sytuacje:

17 Por. np. J. Dadaczyiiski, Filozofia matematyki. .., dz. cyt., ss. 68-69.

18 Por. Amir D. Aczel, Tajemnica aleféw, dz. cyt., s. 75. Innymi stynnymi
zagadnieniami tego typu byly w starozytnej Grecji: problem trysekcji kata
(podziatu kata na trzy réwne czesci) oraz podwojenia szeScianu (znalezienie
szedcianu, ktorego objetoé¢ bytaby dwukrotnie wieksza niz objetosé szescianu
danego).
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W piatym i czwartym wieku p.n.e. cala problematyka
nieskoniczonodci i ciagtosci, spowodowana odkryciem niewy-
miernoéci, zagadnieniami miary oraz aporiami Zenona, by-
ta bardzo zywo dyskutowana. Zastanawiano si¢ nad moz-
liwoscia zaakceptowania lub odrzucenia zbioréw aktualnie
nieskoriczonych. Dyskutowano nad tym, czy wielkosci cia-
gle (odcinki, pola, czas) sktadaja sie z niepodzielnych czesci
inad tym, jaka jest liczba owych niepodzielnych czesci. Apo-
ria mnogos$ciowa Zenona wykluczata dla starozytnych przy-
jecie nieskoriczonej ilosci niepodzielnych elementéw. Przyje-
cie skonczonej ilosci elementéw o mierze roéznej od zera tez
nie wchodzito w rachube, bo taks wielko$¢é mozna byto po-
dzieli¢ na polowy. Niemniej pojawily sie rowniez proby (De-

mokryt) stworzenia takiej matematyki skoriczonosciowej®.

Przyjrzyjmy sie zatem nowemu przejawowi zainteresowania te-
matyka nieskonczonosci. Wspomniana w cytowanym fragmencie
koncepcja matematyki skoriczonosciowej Demokryta ufundowana
jest na atomistycznej wizji $wiata. W myél tego pogladu wszystkie
wielkosci sktadaja sie z malych, niepodzielnych elementow, o mie-
rze roznej od zera. Miara figury bytaby okreslana poprzez sumowa-
nie miar skoriczonej ilosci poszczegblnych czeéci. Pomijajac pyta-
nie, czy rzeczywidcie mozemy przyjaé istnienie niepodzielnych na
czedci atomow, tak wprowadzona metoda okreslania wielkosci na-
potyka na inng trudno$é: skorczona ilos¢ podstawowych elemen-
tow nie daje miary catej figury, zwtaszcza bardzo nieregularnej,
pozostaja bowiem niezmierzone najmniejsze czesci??. Komentujac
dokonania Demokryta w dziedzinie matematyki, I. Baszmakowa
stwierdza:

Spos6b Demokryta — sposéb zbudowania ,matematyki skon-
czonej” — byt zupelnie nieprzydatny dla badania wielkosci cig-
glych, nie méwiac juz o przedstawieniu i badaniu ruchu. Niemniej
jednak w koncepcji Demokryta zawarta byta bardzo ptodna mysl,

19 J. Dadaczynski, Filozofia matematyki. . ., dz. cyt., s. 78.
20 Por. J. Dadaczynski, Filozofia matematyki. . ., dz. cyt., s. 79.
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ktora po raz pierwszy nalezycie ocenil i rozwinal dopiero Archi-
medes. Mamy na mysli zasade, ogbélnie méwiac, przyblizonego,

lecz dowolnie doktadnego zestawienia jakichkolwiek bryl z duzej

liczby czesci elementarnych, ktorych rozmiary sa znane?!.

W strone nieskoniczenie malych

Koncepcja Demokryta zapoczatkowata dokladniejsze analizy
problemu istnienia nieskoriczenie matych elementéw. Silnego bodz-
ca dostarczyl na tym gruncie, zyjacy w V wieku p.n.e., Anaksago-
ras. Sformutowane przez niego twierdzenie: ,W matym nie istnieje
22 wprowadzito kon-
cepcje o podzielnosci elementéw na coraz mniejsze czedci. W tym
kontekscie z idea nieskoriczono$ci probowal zmierzy¢ sie matema-
tyk grecki — Eudoksos z Knidos. Zastynat on dzieki wprowadze-
niu teorii stosunkéw, pozwalajacej na okreslenie proporcji wielko-
$ci opisanych nie tylko przez liczby naturalne, ale réwniez przez
odcinki, figury ptaskie czy przestrzenne, oraz tak zwanej metody
wyczerpywania. W metodzie tej za punkt wyjsécia zostat obrany
lemat: , jesli dane sa dwie wielkosci a i b, gdzie a > b, to odejmujac
od wielkosci a wiecej niz jej potowe, od otrzymanej reszty wiecej
niz jej potowe itd., otrzymamy po skoniczonej liczbie krokow resz-
te o, < 1723, Eudoksos wykorzystywat lemat do obliczenia miary
figur, gdyz wynikalo z niego, ze mozna utworzy¢ rosnacy ciag wiel-
kosci od a; do a,, taki, ze reszta «, bedzie mniejsza od dowolnie
matego b. Jego metoda, nazwana metoda wyczerpywania, polegala
na obliczaniu po6l powierzchni skomplikowanych figur w ten spo-
sOb, ze dzielono je na mate, proste czesci, po czym dodawano ich
pola powierzchni lub, w przypadku bryl, objetosci. Dzieki temu
przyblizano sie do miary danej figury. O sile metody Eudoksosa
swiadczy fakt, ze postugujac sie nig udowodnit miedzy innymi, ze

najmniejsze, lecz zawsze jest jeszcze mniejsze

21 1.G. Baszmkowa, dz. cyt., s. 103.
22 Tamze.
23 Cyt. za: I. Baszmakowa, dz. cyt., s. 111.
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objetosé ostrostupa stanowi 1/3 objetosci graniastostupa majace-
go ta sama podstawe i wysokosé, taki sam jest réwniez stosunek
objetosci stozka i walca o tej samej podstawie??. Zastluga mate-
matyka z Knidos byto niewatpliwie wskazanie mozliwosci samego
pomyslenia wielkosci coraz mniejszych, dazac przy tym do nie-
skoriczonodci, bez potrzeby wskazywania tych wielkosci. ,Eudoksos
pokazal, ze nie musimy zakladaé faktycznego istnienia nieskon-
czenie wielu nieskoniczenie maltych wielkosci, jakimi postugujemy
sie przy takich obliczeniach. Wystarczy nam zalozenie, Ze istnie-
ja wielkosci ,tak male, jak sobie tego zazyczymy”, ktére mozemy
otrzymaé przez ciagle dzielenie danej catosci”?. Nalezy tu wspo-
mnie¢, ze metody powyzsze kontynuowat w III wieku p.n.e. Archi-
medes, ktory korzystajac ze sposobu Eudoksosa, wyznaczyl pola
powierzchni i objetosci wielu figur i bryl. Impulsem staly sie tu
proby zmierzenia pola paraboli, trudnosé stanowit jednak jej niere-
gularny ksztalt. Archimedes wymyslit jednak sposéb na obliczenie
pola powierzchni paraboli, poprzez wpisywanie w nig coraz mniej-
szych trojkatow. Tak utworzony ciag figur pozwolil na obliczenie
pola powierzchni paraboli, dzicki sumowaniu p6l coraz mniejszych
jej fragmentow. Wynik byt tym dokladniejszy, im mniejsze troj-
katy byly wpisywane w niewypelnione jeszcze miejsca paraboli,
co jest czesto przytaczane jako antycypacja rachunku calkowego,
uzywanego wspolczesnie do liczenia pol skomplikowanych figur czy
objetosci bryt.

Podsumowanie

Studia nad rozumieniem nieskonczonosci przez starozytnych
Grekéw uzmystawiaja, jak sporym wyzwaniem bylo dla nich to
zagadnienie. Stanawszy twarza w twarz z nieznanym i do$é¢ enig-
matycznym pojeciem, nie potrafili sobie z nim poradzié¢, co wiecej,
odczuwali wyrazny lek przed nieskoriczonoscig?®. Wydaje sie, ze

24 Pryzyktady podaje za: I. Baszmakowa, dz. cyt., s. 112.
25 Amir D. Aczel, Tajemnica aleféw. .., dz. cyt., ss. 24-25.
26 Por. J. Dadaczytiski, Filozofia matematyki. . ., dz. cyt., s. 99.
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mozna wskaza¢ co najmniej dwie przeszkody utrudniajace badanie
problemu nieskoriczono$ci. Po pierwsze, kwestia zatozen. Tym, co,
wydaje sie, hamowalo filozoféw i matematykéw w V wieku p.n.e.
byta préba dostosowania nieskoriczonoéci do zatozen, ktére czynili
wobec rzeczywistodci. Pitagorejczycy chcieli zwiazaé matematyke
z ich koncepcja $wiata, opierajaca si¢ na liczbach naturalnych i w
ktorej nie bylo miejsca na tak dziwaczne i niezrozumiate rzeczy
jak niewymiernoéé. Zenon z Elei probowal obronié gloszony przez
Parmenidesa poglad o jednym, nieruchomym bycie. W obu przy-
padkach opieranie sie na przyjetych fundamentach mogto blokowaé
droge do dalszych rozwazan. Druga kwestia, stawiajaca my$licieli
w klopocie, zwigzana jest z faktem, ze nieskoriczonos¢ posiada wia-
snosci, ktore nie znajduja odzwierciedlenia w $wiecie skonczonym.
W zwiazku z tym, stosowanie w obszarze nieskoriczonosci operacji
dozwolonych w przypadku wielkosci skoriczonych byto zabiegiem
nieuprawnionym?’. Wymagalo to bowiem zmiany paradygmatu,
innego spojrzenia, pewnego skoku myslowego. Pierwsi filozofowie,
dyskutujacy pojecie nieskoriczonosci, nie zdotali jeszcze tego doko-
na¢. Jak pokazuje historia, wymagalo to sporej ilosci czasu. Jed-
nak podejmowane kolejno proby zmierzenia sie z nieskoriczono$ciag
swiadcza o glebokim zainteresowaniu problemem i §wiadomosci, ze
co$ w ich rozwazaniach zawodzi i nalezy szukaé¢ dalej.

Generalnie jednak wktad, jaki mysliciele w VI i V wieku p.n.e.
wniedli do omawianego zagadnienia, zaowocowal w historii nauki
stworzeniem metod umozliwiajacych zmierzenie sie z wielkosciami
nieskoriczonymi. Dtugi okres czasu, jaki byl potrzebny do wpro-
wadzenia teorii zbioréw nieskoriczonych, ukazuje jeszcze wyrazniej
ztozonosé problemu. Chociaz rozwdj réznych galezi matematyki
w znacznym stopniu przyczynit sie do uporzadkowania naszej wie-
dzy dotyczacej nieskoriczonosci, jednak wciaz na tym terenie po-
zostaje wiele pytan i niejasnosci, otwierajacych droge do badan
i szczegdlowych analiz matematykow i filozofow.

2"TBardzo dobrze ilustruje to wskazany problem kwadratury kota rozwazany
przez Antyfona.
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