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Kryzys podstaw matematyki
przelomu XIX i XX wieku

1. Kilka slow o matematyce konca XIX wieku

Filozofia matematyki jest nieroztacznie zwiazana z sama matema-
tyka. Gwattowny rozwdj tej gatezi nauki w XIX wieku 1 zmiany w spo-
sobie jej uprawiania nie mogly wiec pozostaé bez echa dla filozofii mate-
matyki. W centrum zainteresowania znajdowata sie analiza zespolona
(Karl Weierstrass, Niels Henrik Abel, Bernhard Riemann), za sprawa
m.in. Evariste Galois, Emmy Noether 1 Nielsa Henrika Abela intensyw-
nie rozwijala sie teoria grup i algebra abstrakcyjna, mocniejsze podsta-
wy logiczne uzyskatl tez rachunek rézniczkowy (Weierstrass, Cauchy).
Matematyka stawatla sie coraz bardziej abstrakcyjna, a jej galezie ule-
galy coraz wiekszej specjalizacji. Powstalo takze wiele nowych jej gatezi,
jak na przyklad geometrie nieeuklidesowe (Gauss, Bolyai, L.obaczewski,
Riemann). Dzieki pracom m.in. Boole’a, Fregego, Hilberta i1 Russel-
la jako samodzielna dyscyplina wyodrebnita sie logika matematyczna.
W 1889 roku Giuseppe Peano opublikowat pierwsze aksjomatyczne uje-
cle arytmetyki liczb naturalnych. W latach 1874—1897 swoje prace opu-
blikowal Georg Cantor — powstata teoria mnogosci, o ktérej pisat:

Nauka o rozmaitoéciach (Mannigfaltigkeitslehre). Tym stowem okre-
§lam obszerng nauke, ktorej probowatem dotad nadaé ksztalt tylko
w specjalnej postaci arytmetycznej czy geometrycznej nauki o zbiorach'.

! G. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsiehre, [w:] Fi-

lozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, wybor, przeklad i komentarze
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Najwazniejsza czeScia teorii mnogosci byly rozwazania dotyczace
zbioré6w nieskonczonych. Cantor wyréznit nieskonczonosé absolut-
na, (realizowana w Bogu), nieskonczono§¢ pojawiajaca, sie w $wiecie
zaleznym 1 stworzonym oraz nieskonczono$¢ in abstracto — wiel-
ko§¢ matematyczna. Odréznial nieskonczonosé aktualng (niepo-
wiekszalna — Absolut) od nieskonczonosci potencjalnej (powiekszal-
nej — pozaskonczonoéci); uwazal, ze ta druga nie jest w istocie zadna
nieskonczono$cia. W liScie z 28 lutego 1886 roku do prof. dr. med.
A. Eulenburga z Berlina nastepujaco wyjasnil swoje poglady na nie-
skonczono§é:

O nieskonczonosci potencjalne] mowi sie przede wszystkim tam,
gdzie mamy do czynienia z pewna nieokreslona zmienna wielko$cig
skonczona, ktora albo roénie poza wszystkie skonczone granice [...],
albo staje sie mniejsza niz kazda granica skonczona [...]; w ogdlnoSci
moéwie o nieskonczonoéci potencjalnej wszedzie tam, gdzie rozwaza sie
pewna wielko$¢ nieokreslona, ktéra mozna na nieskonczenie wiele spo-
sobéw okresli¢”. ,Nieskonczono$é potencjalna nie jest wlasciwie zadng
nieskonczonoécia, dlatego w swoich Grundlagen nazwatem ja nieskon-
czono$cig niewtasciwa. [...] Pod nieskonczonoscia aktualna nalezy ro-
zumie¢ wielko§¢, ktora z jednej strony jest niezmienna, we wszystkich
swych czeSciach stala i okre§lona, ktéra jest prawdziwa stala, jednocze-
énie za$ przekracza kazda wielko§¢ skonczong tego samego rodzaju?.

Teoria mnogosci jest nauka o zbiorach. Dzi§ pojecie zbioru jest
uznawane za pojecie pierwotne, ktérego sie nie definiuje. Cantor
jednak prébowat to uczynié — wprowadzit pojecie zbioru w sposob
intuicyjny i nieprecyzyjny. W swoich Grundlagen pisat:

Pod pojeciem ,rozmaitosci” (Mannigfaltigkeit) czy ,,zbioru” (Menge)
rozumiem mianowicie ogélnie kazda wielo$¢ (jedes Veile), ktéra moze
by¢ pomys§lana jako jedno$é (als Eines), tj. kazdy ogét (Inbegriff) okre-

R. Murawski, Poznan 1994, s. 157.
2 G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten, [w:] Filozofia matema-
tyki. Antologia tekstéw klasycznych, dz. cyt., s. 165—166..
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$lonych elementéw, ktére na mocy pewnego prawa moga by¢ ztaczone
w jedna calosé?.

Dwanasgcie lat p6zniej w jednej z jego prac znalezé mozna naste-
pujaca definicje:

Pod pojeciem ,zbioru” (Menge) rozumiemy kazde zebranie w jedna
catoéé (jede Zusammenfassung zu einem Ganzen) M okreslonych, do-
brze odréznionych przedmiotéw m naszego ogladu (unserer Anschau-
ung) czy naszych mysli (ktére nazywane sa, ,elementami” M)*.

Réwniez wprowadzone przez Cantora pojecia liczby kardynal-
nej 1 porzadkowej rozumiane byly intuicyjnie. Wszystko to dopro-
wadzito wkrétce do rozwazan dotyczacych podstaw matematyki.
Pojawily sie pytania o niesprzeczno$é teorii matematycznych; py-
tania o status irole obiektéw abstrakcyjnych. Rozpoczal sie kryzys.

Byl to drugi® w historii kryzys podstaw matematyki, bezpo-
$rednio zwiazany z odkryciem na gruncie teorii mnogosci antyno-
mii — par zdan wzajemnie sprzecznych, lecz w rOwnym stopniu za-
stugujacych na przyjecie. Wérdd najwazniejszych wymienié nalezy:
antynomie zbioru wszystkich liczb kardynalnych, zbioru wszyst-
kich liczb réwnolicznych z danym zbiorem, czy — znane juz Cantoro-
wi — antynomie zbioru wszystkich zbioréw, zbioru wszystkich liczb
porzadkowych oraz antynomie zbioru podzbioréw danego zbioru.
Fakt, ze antynomie tak mocno wstrzasnety podstawami matematy-
ki byt —jak zauwaza Dadaczynski® — wynikiem natozenia sie dwoch
czynnikéw. Jednym z nich byt fakt, ze antynomie czynig kazda wie-
dze bezwartoSciowa (,[...] do koniunkcji zdan sprzecznych mozna
dotaczy¢ kazde zdanie. Zatem w dowolnej teorii, w ktorej wystepuja,

3 Tamze.

4+ Tamze.

> Pierwszy kryzys podstaw matematyki zwiazany byl z odkryciem przez pita-
gorejezykow wielkoéci niewspétmiernych.

6 J. Dadaczynski, Antynomie teoriomnogosciowe a powstanie klasycznych kie-
runkéw badania podstaw matematyki, ,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” 2000, nr
26 s. 38-58.
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antynomie, mozna udowodni¢ wszystko””). Drugim czynnikiem byto
to, ze problem antynomii nie dotyczyt tylko teorii mnogoéci, lecz ca-
lej dziewietnastowiecznej matematyki. ,Pokazano wczesniej, ze teo-
ria ta [teoria mnogo$ci] byla teoria podstawowa, na ktérej mozna
bylo nabudowaé cala matematyke dziewietnastowieczng’®.

2. Glé6wne nurty w filozofii matematyki na poczatku XX
wieku

Na przelomie XIX i XX wieku w filozofii matematyki wytonity sie
trzy gtéwne nurty: logicyzm Gottloba Fregego, intuicjonizm Luitze-
na Egbertusa Jana Brouwera oraz formalizm Davida Hilberta.

Zrédet logicyzmu mozna sie doszukiwacé juz u Platona, Arystote-
lesa 1 Euklidesa; za$ jego geneza tkwi w pytaniu o charakter sadéw
matematycznych. Zdaniem logicystéw sady matematyczne maja
charakter tautologiczny — znalez¢ tu mozna wyrazne nawigzanie
do pogladéw Johna Locke’a 1 Gottfrieda Wilhelma Leibniza.

W 1879 roku Frege opublikowat prace, w ktorej opisat impli-
kacyjno-negacyjny rachunek zdan®. Pie¢ lat pdézniej ukazuje sie
Grundlagen der Arithmetik — dzielo uznawane za poczatek logicy-
zmu, w ktorym przeczyta¢ mozna:

Mam nadzieje, ze w pracy tej uczynitem prawdopodobnym to, iz
prawa arytmetyczne sa sadami analitycznymi a priori. Zgodnie z tym
arytmetyka bytaby tylko rozwinieta logika, kazde twierdzenie arytme-
tyczne — prawem logicznym, ale prawem wydedukowanym. Zastosowa-
nia arytmetyki do wyjaéniania zjawisk przyrodniczych bytyby logicz-
nym opracowaniem faktéw obserwacyjnych'’.

7 Tamze, s. 44.

8 Tamze.

9 Praca ta byto: Begriffsschrift eine der arithmetischen nachgebildete Formel-
sprache des reinen Denkens.

10 G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische Un-
tersuchung uber den Begriff der Zahl, [w:] Filozofia matematyki. Antologia tekstéw
klasycznych, dz. cyt., s. 198.



60 | Marlena Fila

Naczelng teza logicyzmu bylo rozwiniecie arytmetyki liczb na-
turalnych jako czeéci logiki, a wiec uznanie, ze cala matematyke
mozna sprowadzi¢ do logiki.

Doktryny logicyzmu byly nastepujace:

I. Wszystkie pojecia matematyczne (w szczegblnosci pojecia pier-
wotne) mozna zdefiniowac explicite za pomoca poje¢ czysto logicznych.

II. Wszystkie twierdzenia matematyki mozna wyprowadzi¢ — za po-
moca dedukcji logicznej — z aksjomatéw 1 definicji logicznych.

III. Dedukcja ta opiera sie na logice wspdlnej dla wszystkich teo-
rii matematycznych, czyli uzasadnianie twierdzen we wszystkich teo-
riach matematycznych odbywa sie przy odwolaniu do tych samych
podstawowych zasad tworzacych jedna dla catej matematyki logike.
(Wszelkie argumentacje w matematyce moga by¢ zatem sformalizo-
wane.)!!

Przyczyn takiego spojrzenia mozna doszukiwaé sie¢ w matema-
tyzacji logiki (nurt logiki symbolicznej reprezentowany m.in. przez
Boole’a 1 de Morgana) oraz w tendencjach arytmetyzacji mate-
matyki klasycznej — pracach Richarda Dedekinda 1 Karla Weier-
strassa zwiazanych z prébami arytmetyzacji analizy 1 powstatego
w zwiazku z tym problemu zbudowania arytmetyki liczb natural-
nych. W propozycji Fregego byt jednak pewien problem — Frege nie-
jasno 1 wieloznacznie sformutowal termin ,logika”. Mozna go rozu-
mie¢ jako nazwe pewnej nauki, nazwe pewnego sformalizowanego
jezyka, na terenie ktérego ustalone sa reguty rachunku logicznego,
badz tez jako nazwe systemu lub rachunku logicznego.

Jedna z odpowiedzi na powstaty kryzys byt intuicjonizm Bro-
uwera. Swoje poglady przedstawil Brouwer w dysertacji doktor-
skiej ,,Over de Grondlagen der Wiskunde” (1907) oraz w wykladzie
z 1912 roku, wygloszonym z okazji objecia stanowiska profesora na
Uniwersytecie w Amsterdamie. Zrédlo bledéw w matematyce wi-
dziat w dowodach niepodajacych konstrukeji postulowanych obiek-

1 R. Murawski, Filzofia matematyki. Zarys dziejéw, Poznan 2008, s. 88—89.
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tow. Chcac zaradzié¢ grozbie sprzecznosci, odrzucit wszelkie dowo-
dy niekonstruktywne logiki klasycznej. Brouwer obral sobie za cel
wykazanie potrzeby intuicjonistycznej rewizji teorii klasycznych
oraz wskazanie, w jaki sposéb pewnym definicjom klasycznie réw-
nowaznym odpowiadaja rézne — 1 niero0wnowazne — pojecia intu-
icjonistyczne.

Wsréd prekursoréw intuicjonizmu czy — szerzej — nurtéw kon-
struktywistycznych w filozofii matematyki wymieni¢ nalezy m.in.
Leopolda Kroneckera. To wladnie on jest autorem stynnego zdania:
,Liczby naturalne stworzyt dobry Bég, wszystkie inne sa dzietem
cztowieka”'?, W projekcje arytmetyzacji analizy 1 algebry dazyl do
oparcia tych dziedzin na najbardziej fundamentalnym pojeciu licz-
by, a opisana przez niego zunifikowana teoria réznych rodzajow
liczb opierata sie na pierwotnej intuicji liczby naturalnej. Kronec-
ker uznawat definicje liczby za poprawna tylko wtedy, gdy mozna
rozstrzygnaé w skonczonej iloéci krokéw, czy dana liczba podpada
pod owg definicje, czy nie. Prowadzito to do kryterium tzw. ,czy-
stych dowoddow istnienia”, zgodnie z ktérymi dowdd tezy jest po-
prawny, jesli podaje metode znalezienia obiektu, ktérego istnienie
postuluje. Warto takze wspomnie¢ o semiintuicjonistach francu-
skich. Do grupy tej nalezeli: Henri Louis Lebesgue, Emile Borel,
René-Louis Baire oraz Nikotaj Nikotajewicz f.uzin. Podobnie jak
Kronecker, Lebesgue uznawal istnienie obiektu matematyczne-
go tylko wtedy, gdy zostal on zdefiniowany za pomoca skonczenie
wielu stéw. Odrzucal tez pojecie dowolnego ciagu liczbowego, ak-
ceptujac tylko ciagi okreélone przez pewne prawa. Zdaniem Bore-
la sama niesprzeczno$¢ nie wystarcza do przyjecia, ze rozwazany
obiekt istnieje. Poszczegélne liczby rzeczywiste musza byé dane
za pomoca skonczonych definicji — ich zbiér nie moze byé zatem
nieprzeliczalny. Kontinuum proponowat rozwazac¢ jako dane bez-
posrednio przez intuicje — kontinuum geometryczne. Wprowadzit
takze pojecie kontinuum praktycznego, sktadajacego sie z liczb
skonczenie definiowalnych.

12 Die ganze Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere sind Menschen-
werk” — teza wygloszona na jednym z zebran naukowych w Berlinie, w roku 1886.
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Takze Henri Poincaré podkreslat role intuicji w poznaniu mate-
matycznym. Jego zdaniem intuicja ma charakter spontaniczny i ra-
cjonalny —jest wrodzong zdolnoécig umystu, zwigzang z jego impul-
sywna, aktywno$cia; przejawia sie zarowno w pracy swiadomej, jak
1 nieSwiadome]j 1 nie musi opieraé sie na Swiadectwie zmysltéw. Po-
incaré byt tworca konwencjonalizmu — pogladu, zgodnie z ktérym
prawa formulowane przez nauki przyrodnicze nie sa bezpoSrednim
opisem rzeczywistosci, ale maja charakter umowny. Pewniki geo-
metrii sg konwencjami — ukrytymi definicjami — a o ich wyborze de-
cyduja fakty eksperymentalne 1 wygoda ujecia.

Trzecim z nurtéow, ktory wykrystalizowal sie na poczatku
XX wieku, byl formalizm Hilberta. Jego celem, sformutowanym
po raz pierwszy na wyktadzie podczas Miedzynarodowego Kon-
gresu Matematykéw w Paryzu w 1900 roku, bylo ugruntowa-
nie integralno$ci matematyki klasycznej, operujacej m.in. nie-
skonczono$cia aktualna, poprzez pokazanie, ze jest ona pewna
1 niezawodna. Hilbert byl zdania, ze podjete préby ugruntowania
matematyki prowadza do jej zubozenia. Nie chcial odrzucaé — jak
Brouwer — matematyki traktujacej o nieskonczonos$ci aktual-
nej; szukal uzasadnienia dla matematyki klasycznej. W tym celu
stworzyt teorie dowodu:

Otéz taki jest wltadnie zamiar mojej teorii. Jej celem jest danie defi-
nitywnej pewnos$ci metodzie matematycznej, czego nie udato sie jeszcze
dokonaé¢ w okresie krytycznym rachunku infinitezymalnego; ma wiec
ona doprowadzi¢ do konca to, ku czemu zmierzatl Weierstrass, tworzac
podstawy analizy 1 w ktorym to kierunku uczynit konieczny 1 istotny
krok. [...] Koncowy wynik jest nastepujacy: nieskonczono$é nie jest re-
alizowana nigdzie w rzeczywistosci. Nie istnieje ona w naturze, nie sta-
nowi tez prawomocnej bazy naszej mysli racjonalnej — godnej uwagi
harmonii pomiedzy bytem a myS$la. [...] Operowanie nieskonczonoscia
moze by¢ uprawnione tylko przez skonczono§é'.

13 D. Hilbert, Uber das unendliche, [w:] Filozofia matematyki. Antologia teks-
tow klasycznych, dz. cyt., s. 289.
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Dla Hilberta przedmiotem matematyki byly konkretne symbo-
le, ktorych struktura jest bezpos$rednio dana. Pisat:

Jako warunek wstepny stosowania wnioskowan logicznych 1 wyko-
nywania operacji logicznych dane jest juz co§ w przedstawieniu: pew-
ne pozalogiczne konkretne obiekty, ktore jawiq sie jako do§wiadczenie
bezposrednio przed wszelkim myS§leniem. Jezeli wnioskowanie logicz-
ne ma by¢ pewne, to obiekty musza dawac sie catkowicie ogarnaé jed-
nym spojrzeniem we wszystkich ich czeéciach; ich wlasnoéci, réznice
pomiedzy nimi, to, ze nastepuja jedne po drugich lub sa zestawione jed-
ne obok drugich, jest bezposrednio pogladowo dane wraz z tymi obiek-
tami jako co§, co ani nie da sie zredukowac¢ do czego$ innego, ani nie po-
trzebuje takiej redukeji. To sa podstawowe zatozenia filozoficzne, ktore
uwazam za niezbedne zaréwno dla matematyki, jak 1 w ogéle dla ja-
kiegokolwiek naukowego myélenia, rozumienia i komunikowania sie.
W szczegdlnoéci w matematyce przedmiotem naszych rozwazan sa
konkretne znaki, ktérych ksztalt, zgodnie z nasza teoria, jest bezpo-

Srednio jasny 1 rozpoznawalny!.

Hilbert przeciwstawial sie logicyzmowi. Jego zdaniem mate-
matyka nie moze by¢ uzasadniona przez sama tylko logike, ponie-
waz, aby stosowaé wnioskowania i operacje logiczne, co§ musi by¢
dane w przedstawieniu jako warunek wstepny. Takimi konkretny-
mi obiektami, ktére stanowily punkt wyjécia matematyki, byty dla
niego liczby naturalne rozumiane jako uktady znakow: 1, 11, 111...
Mimo sprzeciwu wobec logicyzmu, Hilbert nawiazywal do tej sa-
mej tradycji filozoficznej, co logicyéci. Podobnie jak Frege przeciw-
stawial sie empiryzmowi — pojecia rozumiat w sposéb platonski, ab-
solutystyczny. Nawiazywal takze do mysli Kanta — wykorzystywal
Kantowska idee rozumu.

Do filozofii Kanta nawiazywal takze Brouwer, twierdzac, ze
umyst ludzki bezposrednio ujmuje przedmioty matematyki i for-
multuje o nich sady syntetyczne a priori. Brouwer przeciwstawiat

4 Tamze, s. 297.
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sie zaréwno platonizmowi, jak i formalizmowi. Glosit ontologicz-
na teze konceptualizmu — matematyka jest funkcja intelektu ludz-
kiego 1 wolna zyciowa aktywnoécia rozumu; jest wytworem umystu
ludzkiego, a nie systemem regul i twierdzen.

W starej, obecnie prawie catkowicie porzuconej formie znajdujemy
intuicjonizm u Kanta, ktéry uwazal, ze czas i przestrzen sa wlasciwy-
mi rozumowi ludzkiemu formami ogladu. Aksjomaty arytmetyki i geo-
metrii byly dla niego sadami syntetycznymi a priori, tzn. sadami nieza-
leznymi od do§wiadczenia i nie dajacymi sie udowodnié analitycznie; to
wyjasnialo ich apodyktyczna doktadnos$é nie tylko in abstracto, ale tak-
ze w $wiecie dos§wiadczenia. Dla Kanta zatem mozliwo$¢ obalenia praw
arytmetycznych czy geometrycznych byta nie tylko na skutek silnego
przekonania wykluczona, ale w ogéle nie do pomyslenia?®.

Matematyka byta dla Brouwera — podobnie jak dla Arystote-
lesa 1 Euklidesa — nauka wyposazona w okreslong tres¢. Zdaniem
Brouwera obiekty matematyczne to konstrukcje myélowe matema-
tyka — istnieje zatem tylko to, co jest konstruowalne przez mysl.
Odrzucal — w przeciwienstwie do Fregego 1 Hilberta — metode ak-
sjomatyczna jako metode budowania i1 ugruntowywania matema-
tyki. Bronil tezy, ze nie mozna postulowaé tylko istnienia obiek-
tow — trzeba je uprzednio skonstruowac. W tym stwierdzeniu chyba
najdobitniej ujawnia sie réznica miedzy intuicjonizmem a forma-
lizmem. Dla formalistéw bowiem sama niesprzeczno§¢ byta warun-
kiem wystarczajacym dla istnienia, a kazdy dowdd istnienia, ktory
nie podaje konstrukeji postulowanego obiektu, byl zapowiedzig ta-
kiej konstrukeji. Brouwer natomiast bardzo wyraznie podkreslat,
ze 1stnienie danego obiektu jest roéwnowazne z mozliwoscia jego
konstrukeji. Heyting, ktéry kontynuowal dzieto Brouwera, pisat:

Jesli zwrot ,istnie¢” nie znaczy ,by¢ skonstruowanym”, to musi on
mie¢ jakie$ znaczenie metafizyczne. Nie jest zadaniem matematyki ba-

% L. E. J. Brouwer, Intuitionisme en formalisme, [w:] Filozofia matematyki.
Antologia tekstow klasycznych, dz. cyt., s. 264.
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dac to znaczenie 1 rozstrzygac, czy jest ono sensowne i czy da sie utrzy-
mac¢. Nie mamy nic przeciwko temu, by matematyk wyznawal pry-
watnie dowolna teorie, ktora lubi, ale program Brouwera domaga sie,
by$émy badali matematyke jako co$ prostszego, bardziej bezposrednie-
go niz metafizyka. W rozwazaniu wiec mys$lowych konstrukeji mate-

matycznych ,istnie¢” musi by¢ synonimem ,by¢ skonstruowanym”?,

Brouwer krytykowal aksjomat wyboru, poniewaz byl on dla nie-
go jaskrawym przykladem postulowania istnienia zbioru, ktérego
mys$l ludzka na ogét nie jest w stanie okreéli¢. Zdecydowanie odrzu-
cit tez wszelkie dowody niekonstruktywne (niepodajace konstrukeji
postulowanych obiektéw) dla twierdzen egzystencjalnych — w ich
stosowaniu widzial bowiem zrédlo bledéw matematyki. Nie ak-
ceptowat takze aksjomatyki Giuseppe Peano dla liczb naturalnych
1 Ernst Zermelo dla teorii mnogosci. Konsekwencja przyjecia ta-
kiego stanowiska byto odrzucenie logiki klasycznej, w ktérej kazde
zdanie sensowne jest albo prawdziwe, albo falszywe.

Pytanie o to, na czym opiera sie przekonanie o niemozliwej do za-
atakowania dokladno$ci praw matematycznych byto od wiekow przed-
miotem badan filozoficznych. Mozna tu wyr6zni¢ dwa stanowiska: in-
tuicjonizm (gléwnie francuski) i formalizm (gtéwnie niemiecki), ktére
pod wieloma wzgledami stawatly sie z czasem coraz bardziej sobie prze-
ciwstawne. W ostatnich jednak latach osiagnely one zgode co do tego,
ze nie moze by¢ mowy o doktadnej waznosci (geldigheid, validity) praw
matematycznych jako praw przyrody. Na pytanie, gdzie zatem istnie-
je dokladno$é matematyczna, obydwie strony odpowiadaja réznie; in-
tuicjonista méwi, ze w umys$le ludzkim, formalista, ze na papierze'’.

Fakt niestosowalnosci logiki klasycznej do matematyki rozu-
miane] w duchu intuicjonistycznym popart Brouwer przyktada-
mi rozumowan, ktére w literaturze okresla sie jako ,slabe kon-

6 A. Heyting, Intuitionism. An introduction, [w:] Filozofia matematyki. Antolo-
gia tekstow klasycznych, dz. cyt., s. 278.
" L. E. J. Brouwer, Intuitionisme en formalisme, dz. cyt., s. 264.



66 | Marlena Fila

trprzyktady”. Ich celem bylo pokazanie, ze pewne stwierdzenia,
akceptowalne z punktu widzenia matematyki, sa nieakceptowalne
z punktu widzenia konstruktywistycznego. Dla zilustrowania moz-
na podaé staby kontrprzyktad do stwierdzenia, ze podzbiér zbioru
skonczonego jest zawsze skonczony?.

Rozwazmy zbiér X={x: x=1 v (x=2 A ®)}, gdzie ® jest pewnym
nierozstrzygnietym stwierdzeniem matematycznym. Zbiér X jest
podzbiorem zbioru skonczonego {1,2}, zatem wedlug matematyki
klasycznej jest skonczony. W matematyce intuicjonistycznej nie
mozna tego stwierdzié¢, poniewaz w tym celu nalezatoby ustalid,
czy sklada sie z jednego, czy z dwéch elementéow, a to wymaga
rozstrzygniecia @. Brouwer odrzucal wiec logike, na ktorej cala
matematyke zamierzal oprze¢ Frege.

Dla Fregego prawa logiki nie byly prawami przyrody, ale
sprawami praw przyrody’; nie prawami myS$lenia, lecz ,prawami
prawdy”. Za Platonem przyjat Frege, ze wszelkie pojecia istniejg
1 pozostaja w réznych stosunkach miedzy sobag niezaleznie od czasu,
przestrzeni 1 umystu ludzkiego. Przeciwstawial sie formalizmowi
oraz kantyzmowi — zdaniem Fregego matematyk nie stwarza
pojeé 1 nie ustanawia wzajemnych zwigzkéw miedzy nimi, lecz je
odkrywa. Twierdzenia matematyki (logiki) to dlan — inaczej niz
u Kanta — prawdy analityczne; posiadaja jednoznacznie okres$lona
tres¢ (logiczna). Frege wykorzystal wprowadzone przez Cantora
pojecie réwnolicznosci zbioréw. Mowit o pojeciach 1 réwnolicznosci
ich zakreséw, np. o podpadaniu danego przedmiotu pod dane pojecie,
a nie o nalezeniu elementu do zbioru. Takie podej$cie pozwalato na
konsekwentne postugiwanie sie tylko jezykiem logiki. Geometrie
zaliczal Frege do matematyki stosowanej 1 nie zajmowal sie nia.

7Z pracami Fregego, takze z wydanym w 1893 roku Grundsetze
der Arithmetik, zapoznal sie Bertrand Russell. W 1902 roku napisal
list do Fregego, w ktéorym informowal go o znalezieniu pewnej
sprzeczno$ci: antynomii klas niezwrotnych.

18 Pierwszy przyktad rozumowan okre$lanych dzi§ jako ,stabe kontrprzyktady”
opublikowat Brouwer w roku 1908.
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Niech w bedzie taka oto wlasnoscia: by¢ wlasnoscia, ktora moze by¢
orzekana o sobie samej. Czy w mozna orzec o niej samej? Z kazdej odpo-
wiedzi wynika odpowiedZ przeciwna. Musimy zatem wyciagnaé¢ wnio-
sek, ze w nie jest wlasnoscia!®.

Kilka dni p6zniej Russell uzyskal odpowiedz:

Odkrycie przez Pana sprzeczno$ci bylo dla mnie wielkg niespo-
dzianka 1, powiedziatlbym nawet, konsternacja, poniewaz wstrzasneto
to podstawa, na ktorej chciatem zbudowaé arytmetyke. Wydaje sie, ze
przeksztalcenie zdania og6lnego o réwnoséci [funkcji] na zdanie ogdl-
ne o rownosci [ich] przebiegéw nie zawsze jest dozwolone 1 ze moja
reguta V (§20, s. 36) jest falszywa oraz ze moje wyjaénienia w §31
sa niewystarczajace, by zapewnié, ze moje kombinacje znakéw maja
sens we wszystkich przypadkach. Problem jest o tyle powazny, ze
wraz z odpadnieciem mojej reguly V, zdajq sie znikaé nie tylko pod-
stawa mojej arytmetyki, ale takze jedyne mozliwe podstawy arytme-
tyki. [...]

W wydanym w 1903 roku The Principles of Mathematics Russell
dokonatl dokladnej analizy antynomii klas niezwrotnych, broniac
jednoczeénie pogladéw Fregego. W latach 1910, 19121 1913 ukazu-
je sie monumentalne dzieto Principia Mathematica, w ktéorym Rus-
sell, wspélnie z Whiteheadem, opisatl teorie typow.

W przeciwienstwie do Fregego, Russell mial nastawienie an-
typlatonskie — symbole zbioréw rozumiatl jako napisy nieozna-
czajace niczego. Konstrukcje liczb naturalnych przejal Russell
od Fregego, zmuszony byl jednak dopisaé¢ aksjomat nieskonczo-
noéci. Inaczej niz Frege traktowal tez geometrie: odréznit geome-
trie czysta — nauke matematyczna — od stosowanej — nauki em-
piryczne;j.

¥ From Frege to Godel. A Source Book in Mathematical Logik, 1879-1931, ed.
J. van Heijenoort, Cambridge, Massachusetts, 1967, 124—-125; w: Filozofia matem-
atyki. Antologia tekstéw klasycznych, dz. cyt., s. 221.
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2.1. Poglady na temat jezyka symbolicznego

Réznice w pogladach Russella 1 Fregego widaé takze w podej-
§ciu do symboliki. Dla Russella symbole zbioréw byty po prostu na-
pisami 1 nie oznaczaly niczego.

Laikowi nie jest tatwo zrozumieé znaczenia symboliki w badaniu
podstaw matematyki i objaénienia moga wydawac sie tu czasami para-
doksalne. [...] Oczywisto§¢ jest zawsze wrogiem poprawnosci. Dlatego
tez wymys$lamy pewng nowa, trudna symbolike, przy ktérej nic nie wy-
daje sie oczywiste. Potem ustanawiamy pewne reguly stosowania sym-
boli i wszystko staje sie wykonalne mechanicznie®.

Dla Fregego natomiast symbolika byta wygodnym narzedziem.
Co wiecej, teza redukcji matematyki do logiki pociggata za sobg ko-
nieczno$¢ uzywania oryginalnej, skomplikowanej symboliki.

Takze Hilbert SciSle wigzal myslenie z jezykiem. Odmienny byt
poglad intuicjonistéw: dla Brouwera jezyk nie byt wazny. Jego zda-
niem konstrukcje matematyczne sa niezalezne od jezyka. Jezyk stu-
zy tylko do komunikowania myéli; btedem zatem jest analizowa-
nie go. Swoje stanowisko Brouwer ttumaczyl w nastepujacy sposéb:

Stanowisko formalistéw musi prowadzi¢ do przekonania, ze jeze-
1i jakie$ inne formuty symboliczne zostatyby podstawione na miejsce
tych, ktére wyrazaja teraz podstawowe zwigzki matematyczne 1 pra-
wa matematyczno-logiczne, to brak uczucia zadowolenia nazywane-
go ,,przekonaniem o stusznos$ci” (echtheidsovertuiging; consciousness of
legitimacy), ktéry moze byé¢ wynikiem takiego podstawienia, w zaden
sposob nie narusza ich matematycznej Scistosci. Nie do matematyki,
a do filozofii lub antropologii nalezy zbadanie, dlaczego takie, a nie inne
systemy logiki symbolicznej moga by¢ rzutowane efektywnie na przy-
rode. Nie do matematyki, a do psychologii nalezy wyjaénienie, dlacze-
go ufamy pewnym systemom logiki symbolicznej, a innym nie, w szcze-

20 B. Russell, Mathematics and the Metaphysicans, [w:] Filozofia matematyki.
Antologia tekstow klasycznych, dz. cyt., s. 208.
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Rys. 1. G. Frege, Grundsetze der Arithmetik — fragment jednej ze stron jako przy-
ktad symboliki uzywanej przez Fregego

gblnoéci dlaczego tak nie lubimy tzw. systeméw sprzecznych, w ktérych
zaréwno pewne zdania, jak 1 ich negacje sq prawdziwe?!.

2.2. Poglady na temat nieskonczonosci

Warto wyszczegdlni¢ poglady tworcéw wszystkich trzech nurtéw
na temat nieskonczonoéci. Jak juz wspomniano — Hilbert nie chciat

2t L. E. J. Brouwer, Intuitionisme en formalisme, Amsterdam 1912, [w:] Filozo-
fia matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, dz. cyt., s. 265.
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odrzuca¢ matematyki traktujacej o nieskonczonosci aktualnej. Jego
zdaniem nieskonczono$¢ byta niezbedna w matematyce bo uzupet-
niala to, co konkretne. Nie byla ona jednak dla Hilberta pojeciem da-
nym a priori 1 — co wazniejsze — nie jest bezpieczna, bo moze prowa-
dzié¢ do antynomii. Dla formalistéw zdania o nieskonczono$ci nic nie
znacza same w sobie, nie maja zadnej wartos$ci logicznej 1 nie moga
by¢ uzywane w zadnych autentycznych sadach. Nieskonczonos§é byta
dla Hilberta idea czystego rozumu w sensie Kanta — pojeciem we-
wnetrznie niesprzecznym, ktére nie moze by¢ realizowane w rzeczy-
wistos$ci, poniewaz przekracza wszelkie do§wiadczenie. Pisal:

[...] w matematyce, tym wzorze pewnosci 1 prawdy, istnieja definicje
1 metody wnioskowania, ktorych kazdy sie uczy, ktérych sie naucza i ktére
sie stosuje, a ktére prowadza do niedorzecznosci. Gdziez wiec nalezy szu-
kaé pewnoéci 1 prawdy, jesli nawet matematyka zawodzi? Istnieje jednak
pewien calkowicie zadowalajacy sposob unikniecia paradokséw bez zdra-
dzania naszej nauki. Oczekiwania 1 postawy, ktére pomoga nam znalez¢
ten sposéb 1 wskazg nam kierunek, w ktorym nalezy p6j$¢ sa nastepujace:

1. Gdzie tylko sq jakie§ widoki powodzenia, tam chcemy doktad-
nie bada¢ owocne definicje 1 metody dedukcji. Chcemy je pielegnowac,
wzmocnié¢ 1 uczynié uzytecznymi. Z raju, ktory stworzyt nam Cantor,
nikomu nie wolno nas wypedzié.?? [...]

2. Musimy ustanowi¢ w matematyce taka sama pewnos$é wniosko-
wan, jaka ma miejsce w zwyklej elementarnej teorii liczb, gdzie nikt
nie ma zadnych watpliwoéci 1 gdzie paradoksy 1 sprzeczno$ci powstaja
jedynie przez naszg nieuwage.

3. Osiagniecie tego mozliwe jest oczywiscie tylko wtedy, kiedy uda
nam sie w pelni wyjaénié istote nieskonczono$ci.

Podejscie formalistow do problemu nieskonczono$ci znaczaco
réznilo sie od podejscia intuicjonistow. Przyjawszy teze konceptu-

22 Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben
konnen”.

2 D, Hilbert, Uber das unendliche, [w:] Filozofia matematyki. Antologia teks-
tow klasycznych, dz. cyt., s. 296-297.
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alistyczna, Brouwer musial odrzucié istnienie nieskonczonosci ak-
tualnej. Argumentowal, ze umysl nie moze wykona¢ nieskonczenie
wielu konstrukeji, dlatego zbidr nieskonczony nalezy rozumie¢ jako
regute tworzenia wciaz nowych jego elementéw — taki zbidr jest
jednak zawsze przeliczalny. Zdaniem intuicjonistéw nie ma zbio-
roéw nieprzeliczalnych ani liczb kardynalnych innych niz alef zero.

Jeszcze inne podejécie do problemu nieskonczonosci mieli lo-
gicyéci. Frege przyjmowal istnienie nieskonczono$ci aktualne;,
a Russell w swojej teorii typéw zmuszony byl przyjaé istnienie nie-
skonczenie wielu indywiduéw. Byto to wynikiem faktu, ze liczb na-
turalnych jest nieskonczenie wiele.

Frege bowiem proponowal nastepujaca definicje liczby naturalne;j:?*

1. Liczebnoscig zbioru X jest zbidr wszystkich zbioréw réwnolicz-
nych z X (odwotanie do Cantora).

n jest liczba, jezeli istnieje zbidr X taki, ze n jest liczebnoécig X.
0 to liczebno§¢ zbioru pustego.

1 to liczebno$é zbioru ztozonego tylko z liczby 0.

AN

Liczba m jest nastepnikiem n, jezeli istnieje taki zbiér X oraz
taki element a zbioru X, ze m jest liczebno$cia zbioru X,
a n jest liczebno$cia zbioru powstajacego z X przez usuniecie
elementu a.

6. njest liczba skonczong (naturalng), jezeli n nalezy do wszyst-
kich zbioréw X takich, ze 0 X oraz dla kazdej liczby £k, jezeli
k X, to nastepnik % nalezy do X — zasada indukcji®.

2.3. Programy naprawy podstaw matematyki

Koncepcja Fregego miata pewna wade — mozna bylo na jej grun-
cie zbudowaé antynomie Russella. Dlatego Russell podjat sie préby
zbudowania arytmetyki w ramach caltkowicie przebudowanego sys-
temu logiki — rozgalezionej teorii typow. Teza teorii typéw opisana

% Warto w tym miejscu przypomnieé, ze Frege nie uzywal pojecia zbioru, lecz
méwit o zakresach pojeé.
% Za: R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, dz. cyt., s. 90.



72 | Marlena Fila

przez Russella 1 Whiteheada w Principia Mathematica byta naste-
pujaca: ogél wlasnosci, ktore mozemy rozwazaé, uklada sie w nie-
skonczonag hierarchie typow. Wiasnoéci I typu to wlasnoéci indywi-
dubéw, wtasnoéci II typu to wlasnosci wlasnoéei I typu itd. Nie ma
przy tym wlasnosci, ktére moga przystugiwaé réwnoczesnie wia-
snoSciom réznych pieter hierarchii. Russell wrécit do konstrukeji
liczb naturalnych, ktéra zaproponowat Frege, jednak zmuszony byt
zatozy¢ istnienie nieskonczenie wielu indywidudw.

W podejséciu Fregego — jak juz wspomniano — zauwazono pro-
blem zwiazany z niejednoznacznym sformutowaniem terminu ,lo-
gika”. Teorii typéw natomiast zarzucano, ze opiera sie na metafizy-
ce: na platonizmie Fregego 1 pozornym nominalizmie Russella. Do
jej wad zaliczano takze uzywanie aksjomatéw o charakterze poza-
logicznym, niedopuszczanie zbioréw mieszanych oraz wieloznacz-
no$¢ pojec. W teorii typow nie ma zbioru pustego, pojecie to nalezy
odnieé¢ do danego typu — na przyktad zbiér pusty indywidudéw. In-
nym zarzutem formutowanym przeciwko teorii typdéw byta jej kon-
strukcja ad hoc, pociagajaca za sobg hierarchiczna budowe $wiata,
dla ktérej nie ma zadnego uzasadnienia.

Ostatecznie okazalo sie, ze matematyki nie da sie w caloSci spro-
wadzié¢ do logiki, natomiast mozna ja sprowadzié¢ do teorii mnogo-
§ci. Dzi$ funkcjonuje inna wersja logicyzmu, tzw. hipotetyzm. Opie-
ra sie on na twierdzeniu o finitystyczno$ci operacji konsekwencji
1 twierdzeniu o dedukcji. Zgodnie z nim, dowodzone w teoriach ma-
tematycznych twierdzenia powinny by¢ rozumiane jako implika-
cje z koniunkcja aksjomatéw w poprzedniku 1 wyprowadzana teza
w nastepniku.

Inna propozycja wyjscia z powstalego kryzysu byt formalizm.
Hilbert podzielit matematyke na finitystyczna 1 infinitystyczna.
Matematyka finitystyczna traktuje o obiektach danych jasno 1 bez-
posrednio. Zdania w niej sa w pelni sensowne 1 realne, poniewaz
odwotuja sie do obiektéw konkretnych. Pojecie matematyki fini-

26 Twierdzenie o finitystycznoéci operacji konsekwencji: zdanie jest konse-
kwencja zbioru zdan X dokladnie wtedy, gdy istnieje skonczony podzbiér X zbioru
X taki, ze jest konsekwencja X .
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tystycznej pozostaje jednak nieprecyzyjne; Hilbert nie podat jego
$cistej definicji. Matematyka infinitystyczna jest ta cze$cia mate-
matyki, ktorej podstawy — wedtug Hilberta — nalezy dopiero zbudo-
wacé. Zawiera zdania (obiekty) idealne, ktére odwotuja sie do obiek-
tow nieskonczonych.

Hilbert byt przekonany, ze dla kazdego prawdziwego zdania re-
alnego mozna podaé¢ dowdd finitystyczny. Obiekty 1 metody infinity-
styczne odgrywaty dla niego tylko role pomocnicza, byly narzedziem
do rozwijania i rozszerzania systemu prawd realnych. Proponowat
usprawiedliwienie 1 ugruntowanie matematyki infinitystycznej
§rodkami finitystycznymi. Chcial pokazaé, ze dowody twierdzen
w finitystycznej czeSci matematyki wykorzystujace obiekty ideal-
ne prowadza zawsze do poprawnych wynikéw. W tym celu stworzy?t
teorie dowodu. Nalezalo bowiem pokazaé — po pierwsze — ze ma-
tematyka infinitystyczna jest niesprzeczna, po drugie — ze jest za-
chowawcza, czyli ze kazde zdanie realne, ktére mozna udowodnié
w matematyce infinitystycznej, moze by¢é udowodnione w matema-
tyce finitystycznej. Innymi stlowy, nalezato udowodnié, ze istnieje fi-
nitystyczna metoda pozwalajaca na transformacje kazdego infini-
tystycznego dowodu zdania realnego na dowdd finitystyczny.

Program Hilberta sktadat sie z dwéch etapow. Pierwszym byla
formalizacja matematyki — rekonstrukcja matematyki infinity-
stycznej jako duzego, szczegbélowo opracowanego systemu sforma-
lizowanego. Hilbert chcial wprowadzi¢ sztuczny jezyk symboliczny
1 ustali¢ reguly budowania w tym jezyku poprawnych wyrazen zto-
zonych. Nastepnie nalezato wprowadzi¢ aksjomaty 1 reguty wnio-
skowania, ktére odwolywalyby sie tylko do ksztattu formul, a nie
do ich znaczenia czy sensu. Te aksjomaty i reguly powinny by¢ tak
dobrane, by pozwalaly na rozstrzygniecie kazdego problemu, ktéry
mozna sformulowaé¢ w tym jezyku jako zdanie realne (zupelnosé).
W ten sposéb twierdzeniami stajq sie te formuty, dla ktérych ist-
nieje dowdd formalny oparty na przyjetych aksjomatach i regutach.

Drugim etapem programu Hilberta byto wykazanie niesprzecz-
noéci 1 zachowawczo$ci matematyki infinitystycznej za pomoca
metod finitystycznych. Dzieki formalizacji matematyki miato byé
mozliwe rozwazanie formul, abstrahujac od ich tresci. Dowody by-
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lyby wowczas skonczonymi ciagami formut, a wiec obiektami kon-
kretnymi — jasno 1 bezpoérednio danymi. Mozna byloby je zatem
badaé¢ metodami finitystycznymi. W tym celu nalezato pokazaé, ze
nie istnieja dwa skonczone ciagi formut takie, ze jeden konczytby
sie pewng formulg, a drugi jej negacja. Aby dowie$é zachowawczo-
$ci, nalezalo pokazac, ze kazdy dowdd zdania realnego moze byé
przeksztatcony w dowdd tegoz zdania nieodwolujacy sie do obiek-
tow idealnych. Hilbert abstrahowal przy tym catkowicie od intu-
icyjnej treéci zdan matematycznych.

W 1924 roku Ackermann wykazal niesprzecznos$é¢ fragmentu
arytmetyki liczb naturalnych. Szesé¢ lat pézniej Godel pokazat, ze
kazdy system sformalizowany, zawierajacy arytmetyke liczb natu-
ralnych musi by¢ niezupelny. Okazato sie wiec, ze programu Hil-
berta nie da sie w petni zrealizowaé. W 1977 roku Paris, Harrington
1 Kirby podali przyktad prawdziwego zdania o tresci kombinato-
rycznej, a w 1982 roku przyktad zdania o treSci teorioliczbowej,
ktére sa nierozstrzygalne w sformalizowanym systemie arytmetyki
liczb naturalnych, to znaczy takich, na ktore brak finitystycznych,
czysto arytmetycznych dowodow, ale ich prawdziwo$§¢é mozna wy-
kazaé za pomoca $rodkow infinitystycznych.

Powstaty pdzniej zrelatywizowany program Hilberta byt pro-
ba odpowiedzi na pytanie, jaka cze$¢ matematyki infinitystycznej
moze by¢ zrekonstruowana w systemach sformalizowanych, ktére
sq zachowawcze w stosunku do matematyki finitystycznej wzgle-
dem zdan realnych. Dzi$ §lady formalizmu mozemy dostrzec w tzw.
matematyce odwrotnej (Harvey Friedman, 1974), ktorej celem jest
badanie roli i znaczenia aksjomatu wyrédzniania.

Program Brouwera natomiast zakladal budowe systemu logi-
ki dostosowanego do filozoficznych tez intuicjonizmu. Brouwer
chcial zrekonstruowaé matematyke na bazie zasad intuicjonistycz-
nych. Po 1912 roku dokonat rewizji pojecia kontinuum, a po 1923
roku rekonstrukeji czeéci teorii zbioréw punktowych 1 teorii funk-
cji, rozwinal teorie przeliczalnych dobrych porzadkéw i — razem ze
swym studentem de Loorem — podal intuicjonistyczny dowéd za-
sadniczego twierdzenia algebry. Po 1928 roku dzieto kontynuowali
jego uczniowie: Maurits Joost, Belifante 1 Arend Heyting (Belifnte
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Heyting — intuicjonistyczna teoria funkcji zespolonych, Arend Hey-
ting — intuicjonistyczna geometria rzutowa, algebra i logika), a po-
tem uczniowie Arona Heytinga (intuicjonistyczna topologia, teoria
mocy, teoria przestrzeni Hilberta i geometria afiniczna).

Intuicjonizm miat jednak pewng zasadnicza wade — w logice
intuicjonistycznej nie sa tautologiami prawo wylaczonego érod-
ka, prawo podwoOjnego przeczenia czy pierwsze prawo de Morga-
na, a takze prawo transpozycji (w jedna strone). Nie sq takze de-
finiowalne spéjniki. Nalezy zatem odrzuci¢ m.in. wszelkie dowody
nie wprost oraz dowody przez sprowadzenie do sprzecznoéci, a wiec
réowniez szereg twierdzen udowodnionych w ten sposéb. To prowa-
dzi do koniecznosci catkowitego odrzucenia matematyki klasyczne;j
na rzecz nowej matematyki — matematyki intuicjonistyczne;j.

Intuicjonizm nie byl jedynym nurtem konstruktywistycznym.
Innymi kierunkami w filozofii i podstawach matematyki, kté-
rych wspdlna cecha byto zadanie ograniczenia sie do rozpatrywa-
nia wylacznie obiektéw konstruowalnych 1 operacji konstruktyw-
nych, byty:

1. Wspomniany wyzej konstruktywizm semiintuicjonistow fran-
cuskich (Lebesgue, Baire, Borel, Luzin);

2. Finityzm, zgodnie z ktérym przedmiotem matematyki sg tylko
skonczenie dane struktury. Operacje na tych strukturach mu-
szg by¢ efektywne, tj. musza mieé¢ charakter kombinatorycz-
ny. W finityzmie nie sa uprawnione pojecia ,,abstrakcyjne”, ta-
kie jak pojecie dowolnego zbioru (Kronecker, Skolem);

3. Aktualizm, ktérego idea jest zbudowanie matematyki opar-
tej na aktualnych mozliwoéciach poznawczych cztowieka (Vol-
phin);

4. Predykatywizm, gdzie przyczyn sprzecznoéci i paradoksow
w matematyce doszukuje sie w stosowaniu definicji niepre-
dykatywnych — definicji przedmiotu poprzez odwolanie sie do
ogéhu przedmiotéw, ktérego elementem jest 6w definiowany
przedmiot (Poincaré, Weyl, Lorenzen);

5. Matematyka rekurencyjna, zwigzana z pojeciem funkcji i re-
lacji rekurencyjnych (Gédel, Church, Curry, Turing, Markow);
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6. Konstruktywizm Bishopa, ktérego gléwnym celem bylo przy-
spieszenie nadejécia dnia, kiedy matematyka konstruktywna
stanie sie akceptowalna norma;

7. Mostowskiego stopnie konstruktywnosci (A. Mostowski)?”.

Dzi$§ w filozofii matematyki slady podejs$cia konstruktywistycz-
nego wida¢ m.in. w informatyce (ograniczone mozliwosci oblicze-
niowe komputera; A-rachunek Churcha, logika kombinatoryczna
Curry’ego, maszyny Turinga).

Podsumowanie

Odkrycie antynomii w teorii mnogosci Cantora bylo przyczyna
kryzysu, jaki dotknat podstawy matematyki na przelomie XIX i XX
wieku. W reakcji na powstalty kryzys wywigzala sie ciekawa dysku-
sja na gruncie filozofii matematyki.

Sposrdod opisanych tu nurtéw w filozofii matematyki, dwa oka-
zaly sie by¢ niemozliwe w realizacji. Jednym z nich byt logicyzm,
ktérego tworca — Frege — zakladal traktowanie matematyki jako
czescl logiki. Matematyki jednak nie da sie sprowadzi¢ do logiki;
mozna ja sprowadzié¢ do teorii mnogoéci. Takze i zatozenia formali-
stow, jak sie okazato, nie prowadza do rozwiazania problemu. Pro-
gramu Hilberta, ktéry zakladal usprawiedliwienie matematyki
traktujacej o nieskonczonoéci za pomoca $rodkow finitystycznych,
nie da sie w pelni zrealizowac.

Tylko intuicjonizm Brouwera pozostal bez wiekszego echa. Za-
proponowany przez niego program rekonstrukcji matematyki na
bazie zasad intuicjonistycznych nadal wywiera wplyw na badania
nad podstawami matematyki. Posiada jednak zasadnicza wade,

2T Wiecej o nurtach konstruktywistycznych przeczytaé¢ mozna w: R. Muraw-
ski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Warszawa 1995, s. 112-123, a takze w:
A. S. Troelstra, History of Constructivism in the 20th century, Set Theory, [w:] Arith-
metic, and Foundations of Mathematics — Theorems, Philosophies, eds. J. Kennedy,
R. Kossak, New York 2011 (Lecture Notes in Logic, 36).
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ktorej nie mozna wyeliminowaé — wymusza catkowite odrzucenie
matematyki klasyczne;.

Summary
Crisis As the Basis of Mathematics and the Attempt to Solve It

By the end of the 19th century, mathematics had become very intensively
developed. Mathematical logic became an independent discipline, and in the
1880s Cantor published his work on set theory. All this led to questions about
the consistency of mathematical theories and decidability theorems. Therefore,
for the second time in the history of mathematics, there emerged a crisis of the
basis of mathematics.

There were a few ideas for overcoming the crisis. In this paper, there will be
described three trends in the philosophy of mathematics in the late 19th and
early 20th centuries: logicism (Frege), intuitionism (Brouwer) and formalism
(Hilbert). These three trends were described from the philosophical point of
view and in the context of the crisis. Moreover, for each of them there will be
present the most important methodological assumptions, and I will briefly de-
scribe attempts to achieve them. This will describe the problem in such a way
that allows for the grasping of important differences and similarities between
logicism, intuitionism and formalism and better understand their causes.

Keywords: set theory, logicism, intuitionism, formalism, crisis of the basis of
mathematics, finitary methods
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